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Shrnuti

Préce se zaméfuje na formalismy, které umoznuji zachytit kombinaci pravdépodobnostnich,
nedeterministickych a ¢asovych vlastnosti systémi. U kazdého formalismu jsou stru¢né po-
psany zptlisoby specifikace pozadavki a techniky pouZzivané pro ovéfovani modelu. Déle je
navrzeno rozsifeni pravdépodobnostnich ¢asovych automatt, které je porovnano s nerozsi-
fenou verzi, a je nastinén zptisob, jakym by mohla probihat verifikace.
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Kapitola 1
Uvod

V poslednich letech se stdle zvysuje slozitost pocitacovych systémfi, a tedy i snaha ovéfit
bezpecnost, spolehlivost a efektivitu v oblastech, jakymi jsou napfiklad medicina, letecky
provoz nebo bezdratové sit'ovani. Jednou z nejrozsifenéjsich verifika¢nich technik je testo-
véani, které na jednu stranu poskytuje jednoduchy ndstroj pro odhalovani chyb, na druhou
stranu vSak neni schopno zarucit opravdovou bezchybnost systému. Pravé ve vyse zmitio-
vanych oblastech proto neni vhodné spoléhat se pouze na vysledky testti, nebot’ pfitom-
nost chyby ma ¢asto fatalni nasledky. Vyvstava tedy potieba zavedeni technik, které budou
schopny zarudit spravné chovani systému.

Jednou z vhodnych metod je ovéfovdni modelu, které je zaloZeno na vytvofeni formalniho
modelu verifikovaného systému. Model se z pravidla sestava z lokaci, které reprezentuji
stavy systému, a pravidel popisujicich pfechod mezi nimi. Pomoci formuli temporélni lo-
giky jsou pak vyjadfeny pozadavky na systém a je automaticky rozhodnuto, zda systém
splituje specifikaci. Jinymi slovy, je ddna specifikace ¢, relace splnitelnosti =, model systému
M a ptéme se, zda-li M £ ¢. Casto se také hovoii o metodé ovéfovani modelu v souvislosti
s analyzou dosaZitelnosti. Typicky zkoumame, zda je dosazitelny n&jaky stav z mnoziny chy-
bovych stavii. Pfi formdlni verifikaci je narozdil od testovéni jistota, Ze systém se skutecné
chové poZzadovanym zptisobem. To je zaruc¢eno prozkoumanim vSech moznych chovani sys-
tému, coZ s sebou na druhou stranu p¥inasi vypocetni sloZitost.

Mnoho redlnych systémti vykazuje nedeterministické a pravdépodobnostni chovani.
Casto jsou rovnéz kladeny pozadavky na rychlost odezvy systému. Je tedy vhodné pro jejich
modelovani volit takové formalismy, které vystihnou tyto vlastnosti.

Prvni kapitola se zabyva formalismy, které kombinuji pravdépodobnost a nedeterminis-
mus. Jejich pouZiti je vhodné naptiklad pro modelovani soubéZnych systémfi, jejichZ cho-
vani je ovlivnéno pravdépodobnostni volbou. Ve druhé kapitole je popsan ¢asovy automat,
ktery zachycuje ¢as i nedeterminismus. Umoziiuje pak ovéfit pomoci ¢asovych temporélnich
logik vlastnosti jako ,,Zprava bude dorucena do 5 sekund od odeslani.”. Spojenim pravdé-
podobnostnich, ¢asovych i nedeterministickych vlastnosti se zabyvé tfeti kapitola, kde jsou
pfedstaveny varianty pravdépodobnostnich ¢asovych automatti.

Cilem préce bylo predlozit pfehled formalismii s vySe uvedenymi vlastnostmi, pfedvést
logiky pouzivané k specifikaci vlastnosti, demonstrovat rozdily v jejich chovani na vhod-
nych pfikladech a zminit zptisob, jakym probihd verifikace. Déle pak diskutovat moZnost
rozsifeni pravdépodobnostnich ¢asovych automatti, které by umoznilo zachytit setrvani
v urcitém stavu po dobu ovlivnénou pravdépodobnosti funkci. Formalné je rozsifeni za-
definovéno v posledni kapitole spolu s porovnanim s nerozsifenou verzi.



Kapitola 2

Pravdépodobnostni modely

Pravdépodobnost hraje dilezitou roli pfi analyze Sirokého spektra komplexnich systémi,
které prechazi pfes komunikaéni, multimedialni a bezpe¢nostni protokoly, randomizované
distribuované algoritmy az po biologické systémy [18]. V této kapitole budou pfedstaveny
Markovovy fetézce a Markovovy rozhodovaci procesy, které tvoii jedny z nejpouzivanéjSich
formalism® umoziujicich pravdépodobnost zachytit.

Pravdépodobnostni méfeni

Nejprve uvedeme zakladni matematické pojmy z oblasti pravdépodobnosti.

Definice 1. o-algebra nad libovolnou mnoZinou {2 je neprazdny systém podmnozin . C 29
spliiujici ndsledujici:

e QcX

e AeY=AeX

e Y je uzaviena vzhledem k nejvyse spocetnému poctu sjednoceni

Mnozinu Q nazyvame zdkladnim prostorem. Pfedstavuje vSechny mozné vysledky. Systém
podmnozin ¥ oznacujeme jako jevové pole. Nad jednotlivymi prvky jevového pole zavedeme
pravdépodobnostni méfen.

Definice 2. Pravdépodobnostni prostor je trojice (€2, 3, Pr), kde
e () je zdkladni prostor
e Y je o-algebranad Q

e Pr:¥ — [0,1] je pravdépodobnostni funkce spliujici

- Pr(Q)=1
- Pr(Uierdi) = > A; pro kazdy nejvyse spocetny systém po dvou disjunktnich
iel
jevi

Pro kazdou ne nutné spo¢etnou mnozinu () definujeme D(Q) jako mnoZzinu vsech dis-
krétnich pravdépodobnostnich funkci i : @ — R nad mnozinou @ takovych, Ze existuje

spotetna podmnozina Q' C @, aby platilo > u(q’) = 1. Pravdépodobnostni funkce nad
7'eQ
mnozinou () znacend jako p,, kde a € A, je definovana predpisem p(a) = 1. Pro ostatni
hodnoty je nedefinovéna.
Soucin dvou diskrétnich pravdépodobnostnich funkci 11 a 2 nad mnozinou ) definu-

jeme jako 111 ® po = p1(q1) - p2(g2) pro véechna qi, g2 € Q.



2. PRAVDEPODOBNOSTN{ MODELY

2.1 Markovovy fetézce

Markovtv fetézec je model zaloZen na reprezentaci systému pomoci jeho stavii a pfechodu
mezi nimi. Pfechody mezi stavy jsou cisté pravdépodobnostni a vybér dalsiho stavu neni
z4visly na historii systému, tj. zavisi pouze na aktudlnim stavu, nikoliv na pfechodech, které
mu pfedchézely.

Atomické propozice. Atomické propozice jsou tvrzeni, kterd vyjadiuji urcité vlastnosti
stavii. Je nutné, aby byla tato tvrzeni algoritmicky ovéfitelnd. Atomickymi propozicemi jsou
typicky vyrazy nad proménnymi. MnoZinu atomickych propozic budeme znacit jako AP.

Definice 3. [19]Markoviv fetéz (zkratka DTMC z anglického discrete-time Markov chain)
je ¢tvetice D = (S, s, P, L), kde

e Sje mnozina stavi,

e 50 € S je pocétecni stav,

e P:S xS — [0,1] je matice pravdépodobnosti pfechodu spliiujici ) P(s,s’) =1
s'es

pro viechna s € S,

e L:S — 247 je znatkovaci funkce ptitazujici ka?dému stavu mnoZinu atomickych
propozic z mnoZiny AP.

Cesta v DTMC je neprdzdna posloupnost w = sgs; ... takovéa, Ze pro kazdé ¢ € N plati
P(SZ‘, Si+1) > 0.

PouZzivdme nésledujici znaceni:

- Path je mnozina vSech nekone¢nych cest zacinajicich ve stavu s. Alternativné budeme
oznacovat nekonecné cesty jako béhy.

- Pathi™ oznacuje mnozinu vSech konecnych cest za¢inajicich ve stavu s.

Na obréazku 2.1{je zndzornén jednoduchy Markovoviv fetézec modelujici hazeni minci.
Z inicidlniho stavu ¢ je u¢inéna pravdépodobnostni volba, zda padne hlava nebo orel. Obé
moznosti majf stejnou pravdépodobnost rovnu 3.

2.1.1 Pravdépodobnostni méfeni a DTMC

[19] Cylindrickd mnozina cyl(m) pro kone¢nou cestu m a mnozinu nekoneénych cest €2 je
mnozina vSech nekoneénych cest z (2, jejichZ prefixem je 7. Tedy

cyl(m) = {w € Q| 7 je prefixem w}.
Pravdépodobnost P(m) kone¢né cesty m = sps; .. . sy, je definovédna jako

e  P(m) =1,je-li cesta je tvofena jedinym stavem s,

. P(m) = P(so,s1) - P(s1,82) - ... - P(Sp—1, sp) jinak.



2. PRAVDEPODOBNOSTN{ MODELY

Obréazek 2.1: P¥iklad Markovova fetézce

N[ =

Pravdépodobnostni prostor
Pravdépodobnostni prostor pro DTMC D je trojice (2, X, Pr):

o Zakladni prostor €2 pfedstavuje mnoZina v8ech béhti.

. Jevové pole ¥ definujeme jako nejmensi o-algebru obsahujici vSechny cylindrické
mnoziny cyl(), kde 7 je libovolnd kone¢na cesta.

. Pro cylindrické mnoziny definujeme Pr(cyl(m)) = P(w), pravdépodobnost ostatnich
jevi je ddna vlastnostmi pravdépodobnostni funkce.

2.2 Markovovy rozhodovaci procesy

Markovovy rozhodovaci procesy umoziuji zachytit jak pravdépodobnostni, tak nedetermi-
nistické vlastnosti systémii. Nedeterministické chovani ¢asto vykazuji systémy interagujici
n¢jakym zptisobem s okolim - tedy napfiklad vétSina dnednich aplikaci, které své chovani
prizplisobuji volbé uZivatele, ¢i paralelni a distribuované systémy. Zjednodusené feceno,
Markovoviiv rozhodovaci proces je Markoviiv fetézec, ktery méd navic moZznost nedetermi-
nistické volby mezi pravdépodobnostnimi funkcemi urcujicimi pfechody.

Definice 4. Markoviv rozhodovaci proces (MDP z anglického Markov decision process) je
pétice M = (S, so, Act, Steps, L), kde

¢ Sje mnoZina stavii,

e 59 € S je pocatedni stav,

Act je mnoZina akci,
e Steps: S x Act — D(S5) je pravdépodobnostni piechodova funkce,

e L:S — 247 je znatkovaci funkce piifazujici kazdému stavu mnoZinu atomickych
propozic z mnoziny AP.
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Obrézek [2.2) zachycuje Markovtiv rozhodovaci proces zndzorfiujici systém se dvéma tla-
¢itky normdlni a podvrZend. Stisknuti tla¢itka provadi vnéjsi uzivatel a uéini tak volbu mezi
pouzitim normdlni mince (hlava i orel padaji se stejnou pravdépodobnosti) nebo podvrzené
(hlava padé s pravdépodobnosti %). Po stisknuti tla¢itka systém uéini pravdépodobnostni
rozhodnuti o tom, jestli padla hlava nebo orel. UZivatel stoji vné systému a o jeho rozhod-
nuti nemtiZzeme z hlediska pravdépodobnosti vybéru jednotlivych tlacitek nic pfedpokladat,

proto je nezbytné pouZit nedeterminismus.

Obrézek 2.2: Ukazka MDP [23]

1
2

normalni

(O :

3

start @.
1

podvrZena

(SIS

Funkce A : S — 24 pfitazuje kazdému stavu mnoZinu akci, které v ném lze provést.
Tedy A(s) = {a € Act | Steps(s, a) je definovano}.

MDP pracuje tak, Ze v kazdém stavu s je nejprve nedeterministicky vybrdna akce
a € A(s) a poté s ohledem na pravdépodobnostni funkci Steps(s,a) = p uéinén prechod
do stavu ¢, pro ktery yu(s’) > 0.

Cesta v MDP je (kone¢nd ¢i nekonetnd) posloupnost m = so(a1, p11)s1(az, p2) - . ., kde pro
kazdé i € N plati a;11 € A(si),si € S, i = Steps(si, aiv1), pi(si+1) > 0. Jako 7(i) budeme
oznacovat i-ty navstiveny stav, pfi¢emZ pocatecni stav povazujeme za nulty navstiveny. Su-
fix cesty T za¢inajici i-tym stavem znacime jako 7.

Bez Gjmy na obecnosti miizeme pfedpoklddat, Ze MDP je neblokujici (tj. v kazdém stavu
miiZze udélat pfechod do nového stavu). Pro kazdy stav s, ze kterého nevede zZadny pravdé-
podobnostni pfechod, ptiddme (s, a, us) do mnoziny Steps.

Podobné jako v pripadé DTMC pouzivdme ndasledujici znacent:

- Paths je mnozina vSech nekone¢nych cest za¢inajicich ve stavu s. Alternativné budeme
oznacfovat nekonecné cesty jako béhy.

- Path{™ oznacuje mnozinu vSech kone¢nych cest zac¢inajicich ve stavu s.

Strategie

Abychom mohli formélné zavést pravdépodobnostni méfeni nad cestami, je tfeba rozhod-
nout nedeterminismus vznikly volbou akce (potazmo tedy i volbou pravdépodobnostni
distribuce). Kazdé mozné feSeni nedeterministické volby je reprezentovano strategii, kterd
udévd, jakou akci mame zvolit jako dalsi v zavislosti na historii cesty.
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Definice 5. [19]Strategie (téZ oznacovdana jako planova¢) MDP M = (S, so, Act, Steps, L) je
funkce o : Path/™ — Act mapujici kazdou kone¢nou cestu 7 = sg(ai, p1) - . . s, na dvojici
(Gn+1, int1), kde ant1 € A(sn), fin+1 = Steps(sn, any1).

Mnozinu vSech moZnych strategii nad MDP M budeme znacit jako Adv .
S kazdou strategif o spojime mnozinu PathJ v8ech cest m = sg(a1, it1) - .. s, € Pathgy—s, pro
které plati na vsech pozicich i > 0 : o(so(a1, 1) - - - i) = (@it1, fit1)-

2.2.1 Pravdépodobnostni méteni a MDP

K definovéni pravdépodobnostniho prostoru MDP vyuZijeme strategii. Neformdlné fe¢eno,
kazda strategie pro MDP nam udava jisty DTMC, ktery zachovéava pravdépodobnostni
volby.

Indukovany DTMC

Definice 6. [19]Pro MDP M = (S, so, Act, Steps, L) a strategii o € Adv definujeme indu-
kovany DTMC D%, = (5, 50, P, L), kde

e mnozina stavil S je mnoZina cest Pathf:(;",

e inicidlni stav je sy, tj. cesta tvofend jedinym stavem sy,

s") jestlize 7’ = w(a, n)s’, o(w) = (a, u),
« Plas = { H) S5 = 0010, 017) = 0.0

Mezi nekone¢nymi cestami MDP se strategii o a DTMC D9, existuje bijekce.

Definice 7. Bud’ DTMC D}, s pravdépodobnostnim prostorem (£2,3, Pr) indukovany
DTMC pro MDP M a strategii 0. Pak MDP M se strategii ¢ ma pravdépodobnostni pro-
stor (Path,, X% = X, Pr? = Pr).

2.3 Pravdépodobnostni logiky

Pfi formalni verifikaci systému vznikd potieba se pfesné matematicky vyjadfit o vlastnos-
tech, které chceme v systému verifikovat. Typicky chceme umét vyjadfit, Ze v systému na-
stane nékdy urdity jev nebo Ze od ur¢ité doby bude platit né€jaké tvrzeni. Pro popis téchto
vlastnosti je vhodné vyuZit nékteré z tempordlnich logik, které narozdil od klasické vyro-
kové nebo predikdtové logiky dobie postihuji chovani systému v case.

Existuje vice temporélnich logik, které jsou vhodné k popisu vlastnosti MDP a DTMC.
V textu jsme se zaméfili na pravdépodobnostni rozsiteni linedrni tempordlni logiky (LTL),
ktera nahlizi na budoucnost systému jako na usporadani stavli do linedrni mnoziny, a lo-
giky vypocetniho stromu (CTL z anglického computation tree logic), ktera zachycuje budoucnost
systému jako stromovou hierarchii. Prvni z logik se vyjadiuje o platnosti atomickych propo-
zic v jednotlivych bézich systému, druhd ovéruje platnost formule oproti stromu moZznych
béht z ur¢itého stavu.
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2.3.1 Pravdépodobnostni logika vypocetniho stromu (PCTL)

Nejprve predstavime syntaxi pravdépodobnostni logiky vypocetniho stromu (PTCTL z an-
glického probabilistic computation tree logic), kterd vznikla z CTL vymeénou existen¢niho a
univerzalntho kvantifikdtoru za pravdépodobnostni operator P.. Formule P (¢) je pak
pravdiva, jestlize pravdépodobnost splnéni formule cesty ¢ vyhovuje omezeni > k (> k je
porovnani s konstantou & € [0, 1]). Formule cesty (X ¢, ¢ U ¢) se mohou objevit pouze v ramci
pravdépodobnostniho operatoru obdobné, jako je tomu v ptipadé CTL.

Definice 8. Necht AP je mnoZina atomickych propozic, k € [0,1], xe {<,>,=,<,>},p €
AP, pak syntaxe PCTL formule ¢ je ddna ndsledujicim pfedpisem:
¢p:= pl-¢|oVe|Ra(y)
Y= X¢[oUg
Syntaktické zkratky F' a G definujeme béZnym zptisobem:
° F ¢ = true U ¢ — nékde v béhu plati ¢

° G ¢ = ~F—¢ —v béhu vzdy plati ¢

Modelem PCTL formule je stav. V préci definujeme sémantiku pro stavy Markovova
fetézce a Markovova rozhodovaciho procesu.
Definice 9. Necht D = (S, so, P, L) je DTMC, ¢, jsou PCTL formule, stav s € S, w cesta
v DTMC. Pak definujeme sémantiku ndsledovné:

. si=p<di;f>p€L(s)

skl s p o

sEoVEL s EpvwEy

s E Pu(0) L4 Pr({w € Pathy |wE ¢)) >k

wky X L ) E g

WwEy dUG LL I V0 < i<k w(i) EpAwk) E

V definici relace splnitelnosti je v pfipadé MDP kvtli nedeterminismu tfeba uvazovat
vSechny moZzné strategie. Jinak se definice sémantiky nelisi od DTMC.

Definice 10. Necht M = (S, s¢, Act, Steps, L) je MDP, ¢, jsou PCTL formule, stav s € 5,
w cesta v MDP. Pak definujeme sémantiku nasledovné:

. sl=p<déf>p€L(s)

o sk &L sy

sEoV L s EpvwEy

s F Bk () &L Pr({w € Path? | w E ¢}) bx k pro véechny mozné strategie o € Advpg

wEy X &L ) E ¢

WwEy dUG LL IR V0 < i<k w(i) EpAw(k)E
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2.3.2 Pravdépodobnostni linedrni temporalni logika

Nejprve predstavime nerozsifenou LTL.

Definice 11. Necht' AP je mnozina atomickych propozic, pak syntaxe formule ¢ linedrni
tempordlni logiky je ddna nasledujicim pfedpisem:

p=pl-¢|opVe|[Xd|oUd,
kdep € AP.

Stejné jako pro CTL uvaZujeme odvozené operatory F a G.
Modelem LTL formule je béh. Definice sémantiky pro DTMC se nelisi od MDP.

Definice 12. Bud'te ¢, ¢ LTL formule, w béh (MDP ¢ DTMC), L znatkovaci funkce, p € AP,
kde AP je mnoZina atomickych propozic. Pak sémantika je definovdna nasledovné:

. whpgpeL(w(O))

o wE-0&EL Ly

e wEdVY EL LEGVWEY

e WEXpEL kg

e WEGUY L Jv0<i<kwiE g AWk EY

Kazda LTL formule vypovidd pouze o vlastnostech béhti systému. U pravdépodobnost-
nich model® nds ale zpravidla bude zajimat, jestli cesty spliiujici LTL formuli maji nenulo-
vou pravdépodobnost, pfipadné jestli je pravdépodobnost cesty spliiujici formuli vyssi neZ
urcitd mez. Podobné jako u CTL pouzijeme k specifikaci pravdépodobnosti operdtor P.
Pti verifikaci LTL vlastnosti se typicky ptadme, jestli vSechny béhy z pocédte¢niho stavu maji
jisou vlastnost. Z tohoto diivodu tento operator nepfipojime pouze k samotné logické for-
muli jako tomu bylo u CTL, ale spojime jej i s konkrétnim stavem. Formule P (s, ¢) bude
splnéna, jestliZe pravdépodobnost vsech cest moZnych ze stavu s spliiujici ¢ vyhovuje < .

Definice 13. Necht' ¢ je LTL formule, s stav DTMC. Pak formule P (s, ¢) je splnéna, jestlize
Pr({w | w € Pathg,w F ¢}) vyhovuje omezeni i< k.

Definice 14. Necht' ¢ je LTL formule, s stav MDP. Pak formule P (s, ¢) je splnéna, jestlize
Pr({w | w € Path?,w E ¢}) vyhovuje omezeni x k pro vSechny strategie o € Adv.

2.4 Pravdépodobnostni ovéfovani modelu

Metody pro pravdépodobnostni ovéfovani modelu ¢asto hledaji kompromis mezi pfesnosti
a Skélovatelnosti. V sou¢asné dobé existuji dva hlavni p¥istupy — numerickd analjza zaloZzena
na presném feSeni rovnic a statistickd analjjza zaloZena na statistickém testovani hypotéz na
vybranych vzorcich. Numerickd analyza je oproti statistickym metoddm presnéjsi a je lepsi
ji pouZit v pfipadé, kdy pozadujeme pfesné vysledky. Jeji nevyhoda je ale velikd pamét'ova
naro¢nost a mnoho redlnych modeli je prakticky neupoéitatelnych. Naproti tomu statistickd
Statistickd analyza neni uZz z principu tak pfesnd jako numerickd analyza, protoZe je zaloZena
na statistickych informacich, které z daného vzorku ziskdme. Vice o statistické a numerické
analyze lze nalézt v [12,25]].
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2.4.1 Statisticka analyza

Zakladem statistické analyzy je generovani vzorkt cest tak dlouho, dokud se neobdrZi do-
statek informaci pro statisticky podloZené tvrzeni, Ze systém (ne)splituje danou formuli.
Rozhodnuti o ukonéeni algoritmu byva realizovano pomoci miry chyby «, 5 typu L. a 1L
Algoritmus je pak ukoncen, je-li pravdépodobnost ,false negative” < « a pravdépodobnost
Jfalse positive” < (. Vybirani a uchovéavani informaci o vzorcich neni pamét'ové narocné
a velmi dobte skaluje pro velké systémy. SloZitost statistickych metod zavisi na pfesnosti,
s jakou chceme méfeni provadeét.

Jednim z problémii statistické analyzy pro MDP je rozfeSeni nedetermismu béhem vzor-
kovani, nebot’ poZadujeme, aby formule platila pfi vSech moZnych strategiich. V [12] je po-
déan pfesny popis algoritmu pro ovéfovani modelu pro MDP. Funguje na principu Monte
Carlo simulace a hleddni strategie, kterou lze pouZzit jako protiptiklad k vyvraceni formule.
V kazdé iteraci algoritmu dochdzi k vylepseni predchozi strategie a nasledné k spusténi sta-
tistickych algoritmt pro DTMC.

2.4.2 Numerickd analyza

PCTL ovéfovani modelu pro DTMC. Numerické ovéfeni splnitelnosti PCTL formule je
postaveno na podobném principu jako CTL ovéfovani modelu. Pro formule, které nejsou
pravdépodobnostné ohraniceny, jsou pouZzity obdoby standardnich algoritmt vyuZzivanych
pro CTL.

Je-li formule tvaru P, (X ¢), pak jsou napocitany stavy spliiujici ¢ — oznaéme je jako S*7°.

Pravdépodobnost & (s, X ¢), Ze ve stavu s je splnéna formule X ¢, je ddnajako > P(s,s’).
s/ ES&I\O
Pro formuli tvaru P (¢ U1)) jsou nejprve standardné piedpocitany stavy, v nichZz formule

¢ U1 urcité plati nebo urcité neplati. Ozna¢ime tyto mnoZiny stavt jako S#° a S™°. Na-
sledné je pomoci mnoZin S a S™¢ pocitana pravdépodobnost, s jakou bude formule platit
v ostatnich stavech. NiZe uvedena rovnice zachycuje induktivni vztah pro pravdépodobnost
splnitelnosti formule ¢ U ve stavu s:

0, jestlize s € S™°,

P(s, 0 Up) = L, jestlize s € San°,
Z _P(S7 3’) . L@<$/7¢Uw)7 jestliie s € S \ (Sl’le U Sano).
s'eS

Pro ovéfovany stav s je pak vypoctend pravdépodobnost Z(s, ¢ U) porovnana s < k. Slo-
Zitost vypoctu je linedrni vici velikosti ovéfované formule a polynomidlni vzhledem k poc¢tu
stava [11].

PCTL ovétovani modelu pro MDP. Podobné jako pii statistickém ovéfovani modelu, je
i v numerickém pfistupu tieba vypofddat se s nedeterminismem. ProtoZe pravdépodob-
nost splnitelnosti zavisi na vybéru konkrétni strategie, budeme rozliSovat minimdlni a maxi-
mdlni pravdépodobnost splnitelnosti (kterd pocitd s , nejhorsi” a ,nejlepsi” strategif). Kterou
z téchto pravdépodobnostni budeme pocitat, zavisi na tom, lezi-lixv {<, <} nebov {>,>}.
V prvnim pfipadé nds bude zajimat maximéalni pravdépodobnost, v druhém pak minimélni.
Samotnému algoritmu opét pfedchazi vypocet mnozin S a S™°.
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Uvedeme rovnice pro vypocet minimélni pravdépodobnosti. Obdobné by byly sestaveny
rovnice pro maximalni p¥ipa

P(s,X¢) = min { Z Steps(s,a)(s’) | Steps(s,a) = ,u}

aEA 8) /esano

Pro ¢ = ¢1 U ¢ md rovnice ndsledujici tvar:

0, jestlize s € S™°,
1, jestlize s € §am°,
P(5,9) = J
min { > Steps(s,a)(s’) - 2(s, ¢)} , jestlizes € S \ (8™ U S?").
a€A(s) (s'es

Podrobnéjsi popis numerické analyzy pro DTMC a MDP Ize nalézt v [19].

Ovérovani modelu pro pravdépodobnostni LTL. Algoritmy pro ovéfovani modelu PLTL
formule P (s, ¢) funguji na stejném principu jako standardni algoritmy pro nepravdépo-
dobnostni LTL. Pro formuli —¢ je nejprve vytvofen ekvivalentni automat nad nekone¢nymi
slovy (vétSinou se pouziva Rabintiv nebo Biichiho automat) a je vytvofen produkt ovéfo-
vaného modelu a automatu. Déle jsou identifikovany koncové komponenty produktu, coZ jsou
silné souvislé komponenty, ze kterych nevede cesta do Zadného stavu mimo né. Pravdé-
podobnost dosaZeni koncovych komponent obsahujicich akceptujici stav je pak porovnéna
s > k. Slozitost je dvojité exponencidlni vzhledem k velikosti formule a polynomidlni vzhle-
dem k poctu stavi [5].

Ptiklad 15. Uvazujme MDP uvedeny vySe a specifikaci pomoci PLTL formule ¢ =
P, 1 (padne hlava).

Budeme-li chtit zjistit, zda systém je modelem PLTL formule ¢, budeme muset zkou-
mat, zda vSechny strategie generuji mnozinu cest vyhovujici této formuli. P¥i volbé normalni
mince ale padne hlava s pravdépodobnosti 3, a tedy systém nespltiuje specifikovanou vlast-
nost.

Mohlo by se zdat, Ze nedeterminismu se miiZeme vyvarovat, budeme-li pfedpokladat, ze
uzivatel vybere podvrZenou i normalni minci se stejnou pravdépodobnosti (1). Pak mtizeme
presné urcit pravdépodobnost, s jakou padne hlava (stane se tak s pravdépodobnosti 1—72)
Systém tedy splnuje specifikovanou vlastnost, a 1isi se tedy zasadné ve vlastnostech oproti
uvedenému MDP.

1. SloZitost numerické analyzy spociva pravé v feSeni téchto linedrndch rovnic. V praxi pouzivdme aproxima-
tivni metody k urceni feSeni.
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Kapitola 3

Casové modely

Vedle nedeterminismu a pravdépodobnostnich voleb je ¢asto na systém kladen pozadavek
zmény stavu s urc¢itym ¢asovym omezenim. U aplikact, které vyuzivaji napfiklad beztratové
sit ovani nebo bezpectnostni protokoly, je nezbytné zamé¥it se p¥i verifikaci i na ¢asové vlast-
nosti. Abychom se mohli vyjadfit o vlastnostech systému v zavislosti na ¢ase, zavedeme
formalismus ¢asovych automatt [2]. V literatufe 1ze objevit rozlicné mnozstvi definic ¢aso-
vého automatu, které byly motivovany snahou zlepsit schopnost analyzy jistych vlastnoti
systém s redlnym casem (jako je napiiklad pamét'ova spotfeba systémfi, planovani a rozvr-
hovéni) nebo pottebou zvysit vyjadfovaci silu. Pfehled variant ¢asovych automatti 1ze nalézt

v [24]. Pfikladem rozsifeni s vy$si vyjadiovaci silou jsou napfiklad pravdépodobnostni ¢a-
sové automaty popsané v dalsi kapitole.

3.1 Casovy automat

A

Casovy automat je kone¢né stavovy, nedeterministicky automat rozgifeny o mnozinu hodin,
které nabyvaji hodnot danych ¢asovou doménou. Cas plyne stejné rychle na véech hodinach.
K usmérnovani chodu automatu je s kaZdou hranou spjata mnozina strazi, které kladou
omezeni na hodnoty hodin.

Jako ¢asovou doménu T budeme v pfipadé ¢asovych automatti uvazovat bud’ nezdporna
redlnd &isla Ry nebo piirozena &isla N (uvazujeme véetné nuly). Hovoiime pak o spojitém &i
diskrétnim Case.

Definice 16. Oznaceny pfechodovy systém je ¢tvefice (.5, sg, Act, —), kde
¢ Sje mnoZina stavi,
® 30 je pocatecni stav,
e Act je mnoZzina akci,
o —C S x Act x S je pfechodova relace.

Pokud (s,a,s') €—, pak pieme s = s'.

Pozndmka 17. Poznamenejme, Ze neklademe Zddné omezeni na kardinalitu mnoZiny stavti.
Narozdil od koneénych automatti nemusi byt mnozina stavii ani kone¢n4, ani spocetna.

Necht' T je ¢asovd doména, X kone¢nd mnoZina proménnych (hodin). Funkce v
X — T predstavuje valuaci hodin. Definujeme v + ¢ pro vSechnat € T a z € X jako
(v+1t)(z) = v(z) + t. Obdobné uvazujeme v—t. Po resetovani vsech hodin z mnoziny X C X
pfi valuaci v obdrzime valuaci v[X := 0] definovanou nésledovné:

11
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0, jestlize z € X,
v(x), jinak.

X = 0](z) = {

Pro libovolnou mnozinu proménnych @ nad T zna¢ime T¢ jako mnoZzinu vSech valuaci
vSech prvki z Q.

3.1.1 Hodinova omezeni

Na mnoziné X zavedeme hodinovd omezeni, kterd budou jistym zptisobem vymezovat mozné
valuace hodin.

Definice 18. [20]Necht z,y € X,c € N,~e {<,<,>,>,=}, pak hodinova omezeni { jsou
dana nasledujici syntaxi
E=xr~clazte~y|E|ENE

Mnozinu v$ech hodinovych omezeni nad hodinami X’ zna¢ime jako B(X'). Nejvétsi kon-
stantu objevujici se v hodinovém omezeni £ znadime ¢;,4,(€). Valuace hodin v spliiuje ome-
zeni £ (v F &), jestliZze substituci hodnotou v(z) za kazdou hodinovou proménnou z vysky-
tujici se ve formuli &, obdrZime pravdivy vyrok.

Syntaktické zkratky, které reprezentuji hodinovd omezeni, které splituje kazda valuace
(T'rue), &inesplituje Zadna valuace (False), jsme schopni vyrobit béZnym zptisobem.

Definice 19. Casovy automat (TA z anglického timed automata) s ¢asovou doménou T je pétice
A= (L,ly, X, Act, E, Inv), kde

e L je konetnd mnoZzina lokaci,

lo je pocatecni lokace,

X je kone¢na mnoZina hodin nad T,

Act je kone¢nd mnoZina akci,

E C L xB(X) x Act x 2% x L je kone¢nd mnoZina hran,

inv : L — B(X) je funkce, kterd kazdé lokaci p¥ifazuje hodinové omezeni, inv(l) na-
zyvame invariantem lokace /.

Stavy automaty chdpeme jako dvojice (/,v), kde [ € L, v je valuace hodin takovéd, Ze
v E inv(l). Pokud se déle v textu budeme odkazovat na stav ¢asového automatu s;, kde i je
index z N, budeme automaticky pfedpoklddat, ze s; = (I;, v;).

Pfi spusténi automatu jsou vSechny hodiny nastaveny na 0 (tj. Vo € X': v(z) = 0), po-
¢atecni valuaci budeme oznacovat jako vg. BEhem béhu automatu miuize byt pii kazdém
prechodu resetovana mnozina X € 2.

Stav (I,v) mutze bud’, pokud to dovoluje invariant lokace, provést ¢asovy pfechod, t.
setrvat ve stavajici lokaci a nechat plynout ¢as, nebo ucinit diskrétni pfechod. Pfi diskrétnim
pfechodu provede automat néjakou akci a, ptejde do stavu (I',v’) a vyresetuje mnozinu
hodin X C X. Takto muze udlinit, jestlize (I, g,a, X,l") € E av F g. Z6nu g nazyvame strazi
(anglicky guard) lokace .

12
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Definice 20. Sémantika ¢asového automatu A = (L, ly, X, Act, E, L) s casovou doménou T je
oznaceny piechodovy systém [A]; = (5, so, Act UT, —), kde

e S C L x T% je mnozina stavi systému,
e s9 = (lo, vo) je pocatedni stav tvofeny pocatecni lokaci a inicalni valuaci hodin vy,
e »C S x (TU Act) x S je pfechodova relace splitujici nasledujici

- &asovy prechod: ¢t € T, (I,v) Lo+ t),jestlize Vt' € [0,t]: v +t' E inv(l),

- diskrétni piechod: a« ¢ Act,(l,v) 5 (I';v'), jestlize existuje hrana
(I,9,a,X,l') € E takova, ze v F g,v' Einv(l') av' = v[X :=0].

Straz lokace. Straze lokaci usmériiuji béh systému tim, Ze povoluji v jednotlivych ¢asovych
okamZicich jen nékteré piechody.

Invariant lokace. K zajisténi Zivosti systému je v ¢asovém automatu zaveden invariant lo-
kace, ktery (mimo jiné) zabezpecuje, aby hodnoty hodin nepfesahly urcitou mez. Pouziti
invariantti mtiZze vyustit k uvdznuti v momenté, kdy valuace hodin dosdhne horni hranice
invariantu, ale jiZ neni pfitomna Zadnd odchozi hrana, a tedy systém nemtiZe ucinit ani dis-
krétni, ani ¢asovy pfechod. Vétsina definic uvazuje pouze ¢asové automaty, kde nemtize
dojit k uvaznuti, nebo invarianty zakazuje a k zaruceni Zivosti pouZiva jiné metody — nap¥i-
klad vyuziva Biichiho nebo Mullerovy akcepta¢ni podminky E

Obrazek 3.1: Ukédzka ¢asového automatu [6].

zmacknuto

usporny y<>
x < 100

~ jasny
zméacknuto

zmacknuto

Piklad 21. Na obrazku 3.1|je jednoduchy ptiklad ¢asového automatu modelujiciho inteli-
gentni lampu. Lampa mtZe byt ve tftech reZimech: zhasnuto, iisporny a jasny. Kdyz je pro-
vedeno stisknuti talcitka (akce zmdcknuto), automat piejde do nové lokace, kterd zavisi
na stavu, ve kterém se lampa nachdzela v dobé stisknuti vypinace. Pomoci strdZi jsme
schopni vyjadfit zavislost pfechodu s vazbou na rychlost, se kterou uZzivatel stiskne vypi-

nac. Ze stavu vypnuto piejde lampa pod dvéma rychlymi stisky do stavu jasnyj, pod dvéma

1. Ptvodné byla v definici [2] ¢éasového automatu zarucena Zivost praveé takto.

13
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pomalymi stisky pfejde opét do stavu vypnuto. V reZimu isporny navic lampa nesmi ztstat
déle nez 100 ¢asovych jednotek. To zarucuje invariant lokace.

Vyrazy na hrandch pfedstavuji straZe lokaci a hodiny, které se maji po provedeni pte-
chodu resetovat (z := 0 znadi reset hodin x).

Cesta casového automatu. Cesta ¢asového automatu A je ne nutné kone¢nd posloupnost

™ = (lo, vo)a1 (ll, 1)1)042...([2', Ui)ai+1--~-7

kde «; je bud” akce automatu (o; € Act), nebo ¢asova prodleva (o; € T) a Vi > 1 existuje
v [A] ptechod (1;—1,vi—1) & (I3, v;). Alternativné opét mluvime o nekone¢nych cestach jako
o bézich.

Zavedeme znaceni:

o 7T(’L) = (li,vi)
e prot € Tan(i) = (l;,v;) definujeme 7 (i) + t = (l;,v; + t)
e 7' je sufix cesty za¢inajici stavem (i)

e Path, znadi mnozinu viech béhti ze stavu s, Path]™ pak mnozinu viech koneénych
cest

o 7.(i) € T udava Cas, ve kterém se automat dostal do stavu (7). Tj.

De(i) =) {on | 1<k <i,ap €T}

Zenénovy béhy. Jako Zenénovy béhy (pouZziva se téZ znaceni ¢asové konvergentni béhy)
oznacujeme béhy, ve kterych systém v kone¢ném cCase navstivi nekone¢né mnoho stavti.
Béh w je Zenénovym béhem, jestlize existuje ¢t € RJ takové, Ze pro kazdé j € N plati
2,(j) < t. Zenénovy béhy neodpovidaji chovani redlnych systémti, a proto je nebudeme
pfi verifikaci uvaZovat.

Diskrétni versus spojity ¢as. Volba ¢asové domény silné ovliviiuje zptisob, jakym probiha
ovéfovani modelu. V piipadé volby diskrétniho ¢asu (hodiny nabyvaji hodnot pfirozenych
¢isel) probihd verifikace béznym zptisobem. Cas v systému lze modelovat explicitné pomoci
stavil, coz vede k exponencidlnimu nartistu systém U spojitych ¢asovych automatt ma-

vvvvv

vvvvvv

technik. SloZitost algoritmti je vSak u spojitych i diskrétnich modelii stejna.
Nadale v praci budeme predpokladat spojitou ¢asovou doménu R{ a diskrétnimi sys-
témy se nebudeme zabyvat.

3.1.2 Automaty s jinym tvarem hodinovych omezeni.

V literatufe se Casto lisi zplisob, jakym jsou definovana hodinovad omezeni, kterd mtizeme
pouzit pro invariant nebo strdz lokace. V praci jsme se drzeli definice, kterou pouziva néstroj
pro ovérovani modelu PRISM [18].

2. Verifikaci usnadtiuje, Ze se stavy neni tfeba manipulovat explicitné.
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Ptikladem jsou napiiklad ¢asové automaty, které jako invariant ¢i strdZ lokace povoluji
pouze omezeni dand konjunkci vyrazii tvaru z ~ ¢, x + ¢ ~ y (nemame k dispozici disjunkci
a negaci).

Pfi verifikaci je nékdy tfeba uvaZovat pouze automaty, které neobsahuji hodinova ome-
zeni tvaru x + ¢ ~ y (tedy neporovndvaji mezi sebou dvoje hodiny) — oznacujeme je jako
automaty bez diagondlnich omezent.

Poznamenejme, Ze oba vySe uvedené pfiklady davaji stejné expresivni nastroj pro de-
finici ¢asovych automatti jako hodinovd omezeni uvazovand v této préci. Obecny automat
lze pfevést na automat bez diagonalnich omezeni. Pfi pfevodu vSak dochédzi k exponen-
cidlnimu nértstu velikosti modelu (vzhledem k po¢tu hodin). Konstrukci 1ze nalézt v [2].
Podobné disjunkce v hodinovych omezenich se d4 , vyrobit” zndsobenim stavti.

3.2 UPPAAL a ¢asové automaty

UPPAAL [6] je automatizovany nastroj podporujici ovéfovani modelu ¢asovych automati.
Syntaxi a sémantiku ¢asového automatu definuje UPPAAL podobné jako vySe aZ na hodi-
nova omezeni, kterd dovolujeme pouze jako konjunkci vyrazh tvaru x ~ ¢, z + ¢ ~ ¥.
Navic je mnoZina akci rozdélena na vstupni, vystupni a vnitini T akce. Typ akce nema vliv
na sémantiku ¢asového automatu, aZ pfi kompozici vice automati budou pouzity vstupni
a komplementédrni vystupni akce k synchronizaci. Vice v dalsi kapitole.

3.2.1 Sit’ casovych automatt

UPPAAL umozZnuje paralelni kompozici ¢asovych automatt pomoci CCS paralelniho ope-
ratoru zachytit spolupraci vice procesti — paralelni kompozice vice automatt je oznacovéna
jako sit’ casovych automatii. Synchronizace procesti probihd pomoci komplementarnich vstup-
nich a vystupnich akci. Pfedpokldddme, Ze mnoZina akci automatu je tvofena vstupnimi ak-
cemi, které zna¢ime jako a?, a vistupnimi akcemi a! (pro libovolné a). Vnitfni akce systému
oznacujeme jako 7 akce. Sit’ navic mtize byt rozsifena o mnoZzinu proménnych, které jsou
pouzivany stejné jako v programovacih jazycich. Stav automatu je pak tvofen lokaci, valuaci
hodin a hodnotou téchto proménnych.

[6] Stavy sité slozené z n komponent tvaru A; = (L;, 19, X, Act, E;, Inv;) budeme ché-
pat jako vektory, jehoz sloZky tvofi jednotlivé lokace komponent. Lokace sité je tedy vek-
tor I = (l1,...1,). S kazdou lokaci sité je spjat invariant lokace, ktery definujeme pro lokaci
1= (l1,...In) jako inv(l) = A\ <;<p, (invi(l;)). Nahrazeni i-té slozky [; z | za I} zapisujeme jako

[AYA

V siti ¢asovych automatti existuji tfi typy pfechodti. Stejné jako je tomu u jednotlivych
komponent, miiZe i v siti pouze plynout cas bez zmény lokace. MiiZe byt provedena vnitini
akce T nékteré z komponent, kterd neovlivni chovani ostatnich komponent. Nebo mftize do-
jit k synchronizaci automati pomoci komplementarnich akci. Poznamenejme, Ze vzdy, kdyZ

jedna z komponent provede vnéjsi (nebo vnitfni) akci, musi dal$i komponenta v systému
provést odpovidajici vnitfni (vnéjsi) akci.

Definice 22. Pro sit’ tvofenou n ¢asovymi automaty tvaru A; = (L;, l?, X, Act, E;, Inv;), ,
kde mnoZiny hodin a akci jednotlivych komponent jsou po dvou disjunkitni, je sémantika
definovana jako ptechodovy systém (S, so, Act URS —), kde
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3. CASOVE MODELY

o S=(L; x---xLy) X RS“X je mnozina stavt,
e 59 = (lp, vp) je pocateent stav,
e piechodovd relace +C S x (Act UR{) x S splituje nasledujici:

-  asovy prechod: t € R}, (I,v) L @v+t) jestlize V' € [0,1]: v +t' E inv(l),
- vnitini akce: a € Act,a = 7,(L,v) = ([[I\lj],v), jestlize existuje hrana

(li,g,7, X,l}) € E; takova Ze, v F g, v' F inv(I[l!\l;]) av' = v[X := 0],

- synchronizace: (I,v) < (I[[}\l;,[}\[;],v"), jestliZe existuji hrany (I;, g;, a!, X;, 1) €
E;, (lj,gj,a?,Xj,lg) € Lj takové, Zze v E g; A 9, v E va(i[l;\ll,l;\l]]) av =
’U[XZ U Xj = 0]

Obrazek 3.2: Ukazka sité ¢asovych automatt [6].

zmacknuto?

Y= 0,2:=0 zméacknuto!

zmacknuto?

tsporny y<>

~[ jasny
x < 100 s

zmacknuto?

zméacknuto?

Priklad 23. Na obrazku 3.2je ukédzka sité ¢asovych automatt. Prvni z komponent je jiz pied-
stavend inteligentni lampa, druhou pak uzivatel. Pokazdé, kdyz uZivatel provede rozsviceni
lampy, musi lampa zareagovat komplementarni akci.

3.3 Casové logiky

U vestavénych nebo kritickych systémti je nezbytné verifikovat chovédni s ohledem na re-
alny ¢as. Pro formdlni specifikaci vlastnosti je tedy vhodné volit takové logiky, které se do-
kazi vyjadfit kromé zdkladnich temporalnich vlastnosti i o ¢asovych omezenich. Typicky
chceme umét formalné vyjadrit vlastnosti jako ,, Paket bude vZdy dorucen do 5 s nebo ,,Po ode-
sldni zprdvy ptijde odpovéd” do 10 s”. Existuje vice logik, které umoznuji specifikovat ¢asové
vlastnosti. V praci se zaméfime pouze na asové rozsifeni logiky vypocetniho stromu (TCTL
z anglického timed computation tree logic). Definici jsme pfevzali z [7]. P¥ikladem dal$ich ca-
sovych logik mtize byt naptiklad metrickd temporalni logika (MTL), ¢asova vyrokovéa tem-
poralni logika (TPTL z anglického timed propositional temporal logic) nebo MITL, vice v [16],
kde je uveden i pfehled rozhodnutelnosti problém pro tyto logiky nad ¢asovymi automaty.

K specifikaci se ¢asto pouzivd i LTL bez ¢asového rozsiteni (piipadné CTL).
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3. CASOVE MODELY

3.3.1 Casova logika vypoéetniho stromu

Casové logika vypocetniho stromu je stavové orientovana, tedy platnost formuli ovéfujeme
nad stavy. Pro tento tcel pfipojime k ¢asovému automatu s mnoZzinou lokaci L znac¢kovaci
funkci £ : L — 24F, kterd ptifadi kazdé lokaci mnoZinu atomickych propozic z mnoZiny
AP. Pro stavy ¢asového automatu pak uvazujeme znatkovaci funkci £’ definovanou pro
kazdy stav (I, v) jako L'(l,v) = L(l).

Definice 24. Necht AP je mnozina atomickych propozic a X mnoZzina hodin. Pak syntaxe
TCTL formule ¢ je ddna nésledovné:

¢:= plClzo[-d|oVel|E[Y]|Al]
Y= ¢Ug,

kdep € AP,z € Z,( € B(X U Z). MnoZina hodin Z je mnozina hodin formule ¢.

TCTL vznikla z CTL pfiddnim hodinového omezeni ¢ mezi atomy formule. Déle byl
pfidédn operator z.¢. Pomoci tohoto operdtoru mtizeme zavést nové hodiny formule, jeZ
budou pocitat ¢as od nuly. Pro lepsi pfedstavu mtizeme na z.¢ nahliZet jako na formuli ¢
,strdzenou” hodinami z, které umozni vyhodnoceni formule ¢ v okamziku svého reseto-
vani.

Povsimnéme si, Ze TCTL formule neobsahuji narozdil od CTL operétor X. Diivodem je,
Ze v piipadé spojitého ¢asu neni jasné, co ma byt dalsi stav systému —je nekone¢né moznych
néslednikt stavu.

Pro pfedstavu o zptisobu tvofeni ¢asovych formuli uvedeme piiklad. Vlastnost, Ze ho-
diny modelu z nepiekro¢i hodnotu 3 dfive neZ uplyne 8 ¢asovych jednotek, miizeme vyjad-
fit jako TCTL formuli z. A[(z < 3) U(z = 8)].

Definice 25. Necht' A je ¢asovy automat, ¢, 1 jsou TCTL formule, w béh TA. Modelem TCTL
formule je dvojice (s, ), kde s je stav [A], £ € Ry Z je valuace hodin formule.

Sémantika TCTL je dana nasledovné:
def
o (5,)FEp=peL(s)

o (56)ECELyuere

o (5,&) lzz.gbfg (5,8[z:=0])F ¢

o (,6)F-¢LL (s,6) K¢

o (58)EoVLL (5 EVE PV (s,E)EW

o (5,6)F ElpUy] L 3w € Path,. (w, &) Fy ¢ Uy

o (5,8)F AlpUv] LL v € Pathy (w,€) Fy ¢ U

o (WE) EyoUYLL I eNte(0, Dulk+1) — Zu(k)):

() (wk) +t,E + Duy(k) +1) E
(i) V¢ < t.(w(k) +t,E+ Du(k) + 1) E SV
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3. CASOVE MODELY

(iii) Vi < kVt' € (0,2, + 1) = 2u(j)].(w() +t,E+ Du(j) +t)F OV Y

Povsimnéme si, jakym zptisobem je definovana sémantika formule cesty ¢ U 1. PoZzadu-
jeme, aby v néjakém stavu cesty platilo ¢ a do té doby platilo ¢ V1) (narozdil od klasické CTL,
kde pozadujeme, aby dokud nebude platit ¢, platilo ¢). Dlivodem je opét spojity ¢as v sy-
tému v kombinaci s otevienymi intervaly. Uvazujme formuli A[z < 5U z > 5]. Pokud bychom
prevzali ptivodni definici sémantiky klasické CTL, musel by existovat stav, kde platiz > 5 a
do té doby plati « < 5. Pokud ale v néjakém stavu (/,v) plati z > 5, pak diky spojitému ¢asu
existuje ¢’ takové, ze (v —t')(x) > 5, tudiz by byla celd formule A[x < 5 Uz > 5] automaticky
vyhodnocena jako nepravdiva (nebot’ (I',v — ¢') ¥ x < 5 zvolime-li dostatené malé t’).

Definice 26. Necht' A je TA, 5o jeho pocéte¢ni stav, ¢ je TCTL formule. Pak fekneme, Ze A
splituje specifikaci ¢ (A F ¢) pravé tehdy, kdyZ (so, &) F ¢

3.4 Ovéfovani modelu pro spojité casové automaty

Vétsina metod pouZzivanych k ovéfovani modelu ¢asovych automatii je zaloZena na pre-
loZeni automatu na kone¢né stavovy systém, ktery zachovéva jisté vlastnosti. V piipads,
Ze ovéfujeme splnitelnost formule ¢asové temporalni logiky, je i formule pfevedena na od-
povidajici formuli bez ¢asového rozsifeni. Na vznikly systém jsou pak aplikovany bézné
algoritmy pouZzivané pro ovéfovani modelu.

V dalSich odstavcich stru¢né pifedvedeme nékteré techniky abstrakce ¢asovych auto-
matti. Bude diskutovdna moznost jejich pouziti p¥i verifikaci LTL a TCTL vlasnosti. Vice
v piehledu [26].

Regionova abstrakce. Prvni metoda je zaloZena na budovani tzv. grafu regionii, coz je
kone¢né stavovy pfechodovy systém, ktery je silné bisimula¢né ekvivalentni s ptivodnim
¢asovym automatem. Bisimulaci uvaZzujeme jak vzhledem k diskrétnim pfechodtm, tak
vzhledem k ¢asovym pfechoddm. Pro ¢asovy automat .4 budeme odpovidajici graf regiont
znatit jako RG(A)Y]

Oznacme c jako nejvétsi konstantu objevujici se v néjakém hodinovém omezeni auto-
matu A. Dvé valuace v, v’ jsou hodinové ekvivalentnt, jestlize pro vSechny hodiny z, y

1. souhlasi celd ¢ast v(z) s celou ¢asti v'(z), nebo obé valuace hodin ptesahly hodnotu ¢,

2. je cela ¢ast rozdilu jejich dvou rtiznych valuaci (v(z) —v'(y) a v’ (z) —v'(y)) nepfevysujici
hodnotu c stejna.

Ttidy rozkladu oznacujeme jako regiony. Lze vypozorovat, Ze region sdruZuje ty valuace,
které v dané lokaci bud’ vSechny spliiuji strdZ, nebo ji nesplriuji Zddna.

Jednotlivé stavy RG(A) jsou tiidy rozkladu stavii [.A] podle ekvivalence hodin
((L,v) = (I',v") & 1 =1",vje hodinové ekvivalentni s v’) a pfechody mezi stavy RG(A) od-
povidaji pfechodim ptivodniho A. Pfiklad grafu regionti je na obrazku

3. Pfipomenime, Ze & znadi valuaci hodin fomule, kde jsou vSechny hodiny nastaveny na 0.
4. Zkratka RG pochazi z anglického region graph.
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3. CASOVE MODELY

TCTL ovétovani modelu. Verifikace probiha tak, Ze TCTL formule ¢ je pieloZena na ekvi-
valentni CTL formuli ¢’ a na RG(A) jsou spustény standardni algoritmy pro ovéfovani mo-
delu. Plati

RGA)E ¢ & AE ¢.

LTL ovéfovani modelu. Nejprve je vytvofen Biichi automat, ktery akceptuje pravé ty béhy,
které nespliiuji LTL formuli. Ndsledné je zkonstruovan produkt grafu regionti s Biichi auto-
matem a je rozhodnuto, zda akceptovany jazyk je prazdny [14].

Verifikace pomoci této metody je obtizna, nebot’ pocet regionti v RG(.A) spojeny s kazdou
lokaci je exponenicélni vzhledem ke konstanté c a poc¢tu hodin v A. V praxi se nepouZiva
a slouzi pouze ke stanoveni rozhodnutelnosti a sloZitosti problémii verifikace. Dalsi metoda,
ktera bude predstavena je zaloZena na principu regionové abstrakce, vyuzivé vsak implicitni
manipulaci se stavy, coZ vede k lepsim vysledk@im.

Obrazek 3.3: Ukazka grafu regionti [§]]

y <1, e, y:=0

(a) Casovy automat

(b) Graf regionti

Digitalizace hodin. S kaZzdym grafovym regionem je spjata mnoZina reprezentantd, ktef{
nabyvaji hodnot z pfedem dané kone¢né mnoziny —hodiny jsou diskretizovany a jejich hod-
nota se zvysuje s pevné uréenym ¢asovym kvantem. I zde zfejmé dochdzi k exponencidlnimu
nartstu stavl (stavli je minimdalné tolik, co regionti v regionové abstrakci) ale s tou vyho-
dou, Ze 1ze aplikovat dobfe znamé datové struktury a algoritmy pro diskrétni systémy a
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3. CASOVE MODELY

neni tfeba manipulovat se stavy vzniklého systému explicitné. Tato metoda je aplikovatelnd
pouze na automaty bez diagondlnich omezeni [26].

Dalsi dva uvedené pfistupy jsou zaloZeny na nalezeni hrubsi abstrakce, nez kterou udéva
regionova. Zptisob abstrakce neni zndm pfedem a neni zavisly na syntaxi, proto tato metoda
mnohem lépe skaluje nez vyse uvedené. Pfi hleddni abstrakce byva vyuzivano automatic-
kych prosttedki.

Analyza vyuZivajici z6novou abstrakci. Systém je abstrahovan pomoci tzv. zén, které ma-
Zeme chapat jako konvexni mnoZinu valuaci, jeZ je ddna sjednocenim nékterych regionfi.
Abstraktni stav je pak tvofen podobné, jako tomu bylo v pfipadé grafu regionti, lokaci a
zénou.

Definice 27. Zéna « je mnozina valuaci popsatelnd hodinovym omezenim ¢ tvaru
(=x~cl|lz+c~y| (A,

kde z, y jsou hodiny, ¢ konstanta, ~¢ {<, <,=,>,>}. Valuace v spliiuje omezeni ¢ (v F (),
jestlize substituci hodnotou v(z) za kaZdou hodinovou proménnou z obdrzime pravdivy
vyrok.
Formélné je zéna mnozina

a:{UER;{XM E(}.

Mnozinu v8ech z6n nad hodinami X zna¢ime jako Zones(X'). Da se ukézat, Ze mnozi-
nové operace (napiiklad prinik, rozdil) jsou korektné definované operace nad zénami. Pro
mnozinu hodin X C X a zénu ¢ € Zones(X) definujeme operaci

([X :=0]={v[X :=0]|vEC(}

a operaci diagondlni projekce, kterd inutitivné fe¢eno rozsifi zénu v diagondlnim sméru do
nekonecna

SC={v|3t>0.(v—1t)E(}
Obdobné by se dala definovat operace zpétné diagonalni projekce. Tyto operace jsou rovnéz
korektni operaci nad zénami. Dalsi pouZivané operace spolu s diikazy 1ze nalézt v [13].

Zénovou abstrakci mGZeme vyuzit napfiklad pfi urc¢ovani dosazitelnosti. Abstraktni
stavy jsou pak napocitdvany podél cest, které kladou na hodiny omezeni formou invari-
antt a hodin. RozliSujeme doprednou dosaZitelnost, kdy postupné napocitdvame dosaZitelné
stavy od inicidlniho, a zpétnou dosaZitelnost, kdy jdeme odzadu a zjist'ujeme, jestli je dany
stav dosaZzitelny z inicidlniho.

Stejné jako v pfipadé regionové abstrakce miizeme ovéfovat splnitelnost formuli tem-
porélnich logik. Postupujeme obdobné jako v pfipadé analyzy vyuZivajici regionovou abs-
trakci. Pti verifikaci LTL formuli je tfeba uvazovat pouze automaty bez diagonalnich ome-
zeni.

Analyza vyuZivajici bisimula¢ni ekvivalence. Posledni ze zminénych metod bude vyu-
zivat bisimula¢ni ekvivalenci. Cilem této metody je nalézt hrubsi ekvivalenci, kterd povede
k mensimu poctu stavti nez ta vyuZivana pro graf regionti — idedlné bisimula¢ni ekvivalenci
(uvaZujici casové i diskrétni prechody), kterd generuje nejmensi stavovy prostor vzhledem
ke korektnim vysledkiim.
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Kapitola 4

Pravdépodobnostni casové modely

V této kapitole predstavime modely kombinujici ¢asové i pravdépodobnostni vlastnosti.
Formalismy, které rozsifuji ¢asové automaty o pravdépodobnostni volby byvaji souhrnné
oznacovany jako pravdépodobnostni casové automaty (PTA z anglického probabilistic timed au-
tomata), ale v jednotlivych zdrojich se definice vyrazné lisi. Nejprve predstavime pravde-
podobnostni ¢asové automaty, které pouziva nastroj pro pravdépodobnostni ovéfovani mo-
delu PrisM [18]]. Nasledné pak uvedeme struc¢ny pfehled dalsich pravdépodonostnich ¢aso-
vych automatti popsanych v [3]], [9], spolu se stru¢nym porovnanim vzhledem k moZnostem
verifikace. VSechny piedstavené modely budou pracovat se spojitym ¢asem, tedy hodiny
nabyvaji hodnot z R

Pozndmka 28. Vedle pravdépodobnostnich ¢asovych automatt existuje mnoho dalsich for-
malismd, které se daji pouZit k modelovani systémt s ohledem na ¢as a pravdépodobnost.
V préci se jimi vS8ak nebudeme zabyvat. Jako pfiklad miizeme uvést Markovovy fetézce ve
spojitém Case [4], coz jsou Markovovy fetézce obohaceny o ¢as, pfi¢emz délka setrvani v jed-
notlivych stavech je dana exponencidlnim rozdélenim. Dale pak zobecnéné semi-Markovské
procesy [10] nebo zobecnéné stochastické Petriho sité [17]. Pfehled nékterych modelti 1ze na-
lézt v [15].

4.1 PRISM a pravdépodobnostni ¢asové automaty

Definice PTA tak, jak ji zavadi ndstroj PRISM, se lisi od vySe uvedené definice ¢asového
automatu pouze piechodovou funkci, ktera vybird nésledujici stav a mnozinu hodin k re-
setovani s ohledem na pravdépodobnostni funkci. PRISM PTA je kombinaci Markovovych
rozhodovacich procesti a klasickych ¢asovych automatt predstavenych vysge. Casovy auto-
mat z predchozi kapitoly je pouze specidlni piipad PTA, kdy je vybér nésledujiciho stavu
fizen pravdépodobnostni funkci, kterd uré¢i s pravdépodobnosti 1 jediny stav. Budeme pou-
zivat nékteré pojmy, které jsme zavedli pro TA, aniz bychom je znovu definovali pro PTA,
nebot’ jejich vyznam bude zfejmy. Rovnéz budeme vyuZivat nékterych pojmt uvedenych
v kapitole o Markovskych rozhodovacich procesech.

Definice 29. [20] Pravdépodobnostni ¢asovy automat A je definovdn jako osmice
(L,ly, X, Act,inv, enab, prob, L), kde

e L je konetnd mnoZzina lokaci,
e [y € L je pocatecni lokace,
e X je kone¢na mnozina hodin,

e Act je konetnd mnozina akci,
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4. PRAVDEPODOBNOSTNI CASOVE MODELY

e inv : L — B(X) je funkce, kterd kazdé proménné piifazuje omezeni, inv(l) nazyvame
invariantem lokace [,

e cnab: L x Act — B(X) je podminka umoznujici pfechod, nazyvana straz lokace,
e prob: L x Act — (D(2% x L)) je parcidlni pravdépodobnostni pfechodova funkce,

o L: [ — 24P je znackovaci funkce prifazujici kazdé lokaci mnoZinu atomickych pro-
pozic z mnoziny AP.

Formalné definujeme sémantiku PTA pomoci MDP. Automat se v kazdé lokaci rozhodne,
jestli nechd plynout ¢as (obdobné jako je tomu u ¢asového automatu), nebo jestli pfejde do
nové lokace. Pfechod do nové lokace sestdva z nedeterministické volby akce a ndsledné vy-
béru nové lokace a hodin k resetovani s ohledem na pravdépodobnostni funkci. Pozname-
nejme, Ze straZ lokace je vzdy spjata s konkrétni pravdépodobnostni funkci (tj. omezeni ur-
¢ené strazi lokace je nezavislé na pravdépodobnostni volbé nasledujiciho stavu).

Definice 30. Necht' A = (L, 1y, X, Act,inv, enab, prob, L) je pravdépodobnostni ¢asovy au-
tomat. Pak sémantikou A je Markoviv rozhodovaci proces [A] = (S, so, Act UR{, Steps),
kde

e SCLx R(J{X, kde (I,v) € S v Einv(l),
® s0 = (lo,v0),
e Steps((l,v),a) = p pravé tehdy, kdyz je spInéna jedna z nasledujicich podminek:

- &asovy pfechod:a =t € R{, pu = p1, 44) tak, Ze V¢’ € [0,¢]: v +t' F inv(l),

- diskrétni pfechod: a € Act, prob(l,a) = p a pro kazdé (I',v') € S plati
v' E enab(l,a) =

.U(llvvl) = Z p(X, l/)'

X CXNAv'=v[X:=0]

Jinak je Steps((l,v), a) nedefinovano.

Piklad 31. Na obrazku 4.1|je zndzornén proces zasilani zpravy. Odeslani kazdé zpravy je
ucinéno béhem 5. asové jednotky, kterou systém ceka ve stavu odeslat. Zprava je posildna
po nespolehlivém kanélu a s 12% dojde k jeji ztraté. V takovém piipadé pocka systém pfesné
3 jednotky ¢asu a pfejde znovu do stavu odeslat, v tomto stavu je rovnéZ mozno cely proces
ukondit.

Cesta PTA A je cesta (konecna ¢i nekonecnd) m = so(ao, f0)s1(a1, 1) - . . odpovidajictho
[A]. Stejné uvazujeme mnoZiny Pathi™ a Path,. Budeme-li mluvit o strategii PTA, pak
mame na mysli strategii pro [.A].

Zenénovy béhy. V kapitole o ¢asovych automatech jsme definovali Zenénovy béhy, které
predstavuji nezadouci chovani systémt (nezddouci ve smyslu neodpovidajici realit€) a pfi
verifikaci jsme je ignorovali. Obdobné budeme postupovat v piipadé PTA (tedy uvazZujeme
pouze divergentni béhy).
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Obrazek 4.1: Ukdzka PTA modelujictho odesilani zprav.

z=3

ztracena
r <3

odeslat

start —

ukondit
88%

-« posldna

4.1.1 Paralelni kompozice

Casto je uzitetné definovat komplexni systémy pomoci paralelni kompozice jednotlivych
komponent, které spolu interaguij.

Definice 32. Paralelni kompozice PTA; = (Li, 19,21, Acty,invy, enaby, proby, £1) a
PTAy = (Lg,lg,Xg,Actg,invg,enabg, proba, L2) je pravdépodobnostni ¢asovy automat
PTA; || PTAy = (L1 x La, (19,19), X1 U X, Acty U Acts, inv, enab, prob, L), kde

° inv(ll, l2) = invl(ll) VAN invg(lg) pro vSechna (ll, lg) € L1 X L2,

[ ]
enaby(l1,a) A enaba(lz,a), jestlize a € Act; N Act,
enab((l1,12),a) = < enabi(l1,a), jestlize a € Act; \ Acta,
enaba(l2, a), jestlize a € Acts \ Acty,

e prob((l1,l2),a) = p praveé tehdy, kdyz plati jedna z nésledujicich podminek:
—  spoletna akce: a € Act; N Actg, prob(ly,a) = p1, prob(l2,a) = p2 a pravdépodob-
nosnti funkce p je definovana jako p = p1 ® p2,
- akcea e Act;\ Actyproi=1,j=2neboi=2,j=1,
pak pro i takové, Ze a € Act;, je probi(l;,a) =p;ap =p; ® (0.1;)s

o Lje definovana jako L(I1,l2) = L1(l1) U La(l2).

4.2 Dalsi varianty pravdépodobnostnich ¢asovych automatt

Prvni z variant pravdépodobnostnich ¢asovych automatti, kterou pfedstavime, je uvedena
v ¢lanku [3]. Jednd se o mirné modifikovany ¢asovy automat, ke kterému je navic defino-
vana pravdépodobnostni sémantika. Formalismus pfedstavime pouze na intuitivni trovni.

S kazdym stavem s TA je spjata spojitd pravdépodobnostni funkce p®, na kterou jsou
kladena jistd omezeni. Pfikladem funkci, kterd pak tato omezeni spliiuji, je napiiklad prav-
dépodobnostni funkce exponencidlniho rozdéleni pro oteviené intervaly, pfipadné pravdé-
podobnostni funkce rovnomérného rozdéleni pro uzaviené.
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4. PRAVDEPODOBNOSTNI CASOVE MODELY

Rovnéz ptifadime kazdému stavu pravdépodobnostni funkci nad hranami p°, kde pro
kazdou hranu e plati p®(e) > 0 pravé tehdy, kdyZ je povolena strdzi lokace.

Je zaveden pojem symbolické cesty, coz je intuitivné fe¢eno mnoZina cest, béhem nichz
automat prosel stejnou posloupnost hran. Symbolickou cestu, kdy automat vysel ze stavu s
a prochézel hrany e; ... e, znaime jako 7 (s, e ...ey,).

Induktivné je definovédna pravdépodobnost symbolickych cest jako

P(r(s,e1...e,)) = / psit(e1) P(mw(se, ea. .. en) dus(t),
tel(s,e1)

kde I(s,e) = {t € Ry | ve stavu s + ¢ mtliZe byt u¢inén pfechod pod hranou e},
sy = s’ takovy, Ze (s + t) miiZe ptejit pod hranou e do s'.

Pfirozené pak muiZzeme podobnég, jako tomu bylo v pfipadé DTMC, zavést pro kazdou
symbolickou cestu 7 cylindrickou mnozinu cyl(m) s pravdépodobnosti P(cyl(m)) = P(n)

LTL ovéfovani modelu. V ¢ldnku je popsdna sémantika LTL nad kone¢nymi cestami a je
feSen kvalitativni problém, zda automat téméf jisté spliuje LTL formuli ¢, tedy zda plati
P(so F ¢) = 1. Pomoci regionové konstrukce podobné té pro ¢asové automatyﬂje ukazano,
Ze problém je rozhodnutelny pro automaty s jednémi hodinami.

Také UPPAAL definuje pro ¢asové automaty pravdépodobnostni sémantiku [9]. Navic je
pfidana ke kazdé lokaci jeji cena. Hodiny narozdil od pfedchozi definice 3.2 odpocitavaji
¢as s rozdilnou rychlosti danou cenou lokace. Vyjadfovaci sila rozsiteni je shodna s linear-
nimi hybridnimi automaty [1]. Podobné jako v [3]] je s kazdym stavem spjata spojita pravdé-
podobnostni funkce nad prodlevami a pravdépodobnostni funkce uréujici nasledujici stav.
V uvedeném clanku se autofi omezuji opét na rovnomérné nebo exponencialni rozdélent,
tvrdi viak, Ze mozné je libovolné (nejsou udany Zadné omezujici podminky jako tomu bylo
v pfedchozim ptipadé).

Navic je pfedstaven zptisob, jakym lze jednotlivé ¢asové automaty sklddat pomoci pa-
ralelni kompozice. Sit’ ¢asovych automatti byla pfedstavena jiz v kapitole Je kni pouze
pfiddna pravdépodobnostni sémantika. Chovéni systému je zaloZeno na ,zdvodu” mezi
komponentami. Komponenta, ktera ,zvitézi”, vybere akci, pod kterou se mé ptejit do nové
lokace a ostatni komponenty musi respektovat vybér této akce. Kazd4 z komponent pak do-
kon¢i zdvod v néjakém case daném jeji pravdépodobnostni funkci. V nové lokaci se opét
odehraje dalsi zdvod. UPPAAL rovnéz predstavuje pojem symbolické cesty a jeji pravdépo-
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dobnost je opét definovana induktivné, jako integral pfes vSechny mozné ,vyherni” casy.

Ovéfovani modelu pro sit’ casovych automatii. UPPAAL provadi statistické ovéfovani mo-
delu, jehoz principy byly pfedstaveny pro pravdépodobnostni modely (MDP a DTMC). Jako
logiku pro popis vlastnosti pouzivd pravdépodobnostni (PWCTL z anglického probabilistic
weighted computation tree logic).

4.3 Pravdépodobnostni casova logika vypocetniho stromu

Pravdépodobnostni ¢asova logika vypocetniho stromu (PTCTL z anglického probabilistic ti-
med computation tree logic) vznikla kombinaci pravdépodobnostni a ¢asové CTL. V rtiznych

1. Narozdil od TA, kdy byl konstruovén kone¢né stavovy piechodovy systém, je nyni konstruovan DTMC.
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zdrojich 1ze nalézt rtizné definice. V préci jsme se drzeli definice z [22].

Definice 33. Necht' AP je mnoZina atomickych propozic, X mnozina hodin modelu, & € [0, 1],
e {<, >, =, <, >}. Pak syntaxe PTCTL formule ¢ je ddana nasledovné:

¢:= plClz0][=¢[¢Ve| P[],
Y= ¢Ud,

kdep € AP,z € Z,( € B(X U Z). MnoZina hodin Z je mnozina hodin formule ¢.

Definice 34. Necht M je PTA, ¢, 1 jsou PTCTL formule, w béh PTA. Modelem PTCTL formule
je dvojice (s, &), kde s = (I,v) je stav [A], € € ]Rarz je valuace hodin formule.
Sémantika PTCTL je dana nasledovné:

. (s,g)hpg;peﬁ(s)

o (58 ECELyuere

o (58 F 20 &L (s € =0)E¢

o (5,6)F¢LL (s,6)F ¢

o (5,6 FoviEL (s &) Epv(s,E) F Y
o (5,&) F Pug[o U] &L Pro({w € Path? | (w,€) Fy ¢ U}) b k pro viechny strate-
gie o

o (wW,E)Fy Uy Ik eNte[0,Zx(k+1)— Z(k)]:

(1) (k) +t,E+ P(k)+1t) E,
(i) Vt' <t.(m(k)+t,E+ Dr(k)+t)EPVY
(ii)) Vi <kVt' €[0,%:( +1) — Zr(1)].(v(j) + ', E+ Zr(j) + 1) E SV

Definice 35. Necht M je PTA, s jeho pocatecni stav, ¢ je PTCTL formule. Pak fekneme,
7e M spltiuje specifikaci ¢ (M F ¢) pravé tehdy, kdy? (so, &) F ¢

4.4 Ovéfovani modelu PrisM PTA.

Metody, které pouziva PRISM pro ovéfovani modelu PTA vychézeji z metod, které jsme
predstavili v kapitole o ¢asovych automatech, nebot’” obdobné dochazi k nespocetné vel-
kému nértstu stavi.

Regionova abstrakce. Jednim z moZnych pfistupti je regionova abstrakce, kterd zavadi na
valuacich hodin stejnou ekvivalenci, jako je tomu v pfipadé TA. Rozdilné je pak konstruovan
RG(A), kdy zohledriujeme pravdépodobnostni volbu — nejedna se o pfechodovy systém, ale
o Markovtiv rozhodovaci proces. Popis konstrukce s ditkazem Ize nalézt v [21].

Pfiklad regionové abstrakce je na obrazku Obdobné probihd i samotné ovéfeni mo-
delu, kdy je PTCTL formule pifeloZena na ekvivalentni PCTL a je ovéfena jeji splnitelnost
oproti zkonstruovanému MDP.

2. Pfipomenme, Ze & znati valuaci hodin fomule, kde jsou v8echny hodiny nastaveny na 0.
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Obrazek 4.2: Ukazka regionové abstrakce pro PTA [21]
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Analyza pomoci reprezentanti.

Podobny princip jako v pfipadé TA. Neni vSak moZzno
tuto techniku aplikovat na obecné PTCTL formule. Nejsou povoleny vnofené PTCTL for-

mule a hodinova omezeni vyskytujici se v PTA musi byt bez neostrych nerovnosti.

Zénova abstrakce. Také je mozné pouzit analyzu pomoci zénové abstrakce, kterd je po-
dobna té pfedstavené pro TA. Vice napiiklad v [21].
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Kapitola 5

Rozsifeni pravdépodobnostnich ¢asovych automati

N

V préci jsme rozsifili PRISM PTA o pravdépodobnost zmény lokace v jistych ¢asovych oka-
mzicich. Nasi motivaci byla moznost vyjadfit, Ze v dané lokaci je pii urcité valuaci vyssi
Sance diskrétniho pfechodu nez pfijiné. Narozdil od vyse popsanych formalisma umoZniuji-
cich pravdépodobnosti volbu prodlevy, neuvazujeme spojité pravdépodobnostni rozdéleni,
které by pro kaZzdou moZznou prodlevu presné urcovalo jeji pravdépodobnost, coZ sice na
jednu stranu p¥inasi jistd omezeni, na druhou stranu ale ziskdme vétsi volnost pti definovani
pravdépodobnostni funkce. V novém formalismu vyuzivdme diskrétni pravdépodobnostni
funkce, proto jsme jej nazvali diskrétni pravdépodobnostni casovy automat (zkracené DPTA),
ktera udava pravdépodobnost pifechodu systému pro skupiny valuaci. SnaZili jsme se co
nejvice zachovat chovani PRisM PTA, aby bylo moZzné vyuzit stdvajicich technik pro verifi-
kaci DPTA. V principu se chovani DPTA od PTA lisi pouze v rozhodnuti, jestli bude uc¢inén
¢asovy nebo diskrétni pfechod. U PTA bylo nedeterministicky rozhodnuto mezi ¢asovym a
diskrétnim pfechodem a v prvnim pfipadé byla nedeterministicky vybréna prodleva urcité
délky. Volba mezi ¢asovym a diskrétnim pfechodem je u DPTA fizena pravdépodobnostné.
Zde je dalsi rozdil oproti stavajicim modeltim vyuZivajicich pravdépodobnosti pii uréovani
prodlev, DPTA umoZtiuje urcit pravdépodobnost opusténi lokace pfi jisté valuaci, nikoli ex-
plicitné urcit pravdépodobnost délky prodlevy.

UvaZme studenta a ¢asovy automat, ktery zjednodusené modeluje jeho denni reZim. Au-
tomat obsahuje jediné hodiny z, které se kaZdou noc o ptilnoci vynuluji a za¢inaji znovu
odpoditavat cas. Student miize byt pouze v jednom ze dvou stavil — mtze bdit nebo snit.
U bézného ¢asového automatu neni zptisob jak vyjadtit, Ze v uréitou denni dobu je vétsi
Sance, Ze student odejde ze stavu snit nebo bdit. Pouze miizeme studentovi zakdzat spanek
¢i bdéni v ur¢ité hodiny. Mozné feSeni je pfidat k casovému automatu pravdépodobnosti
funkci, kterd pro rtizné denni doby specifikuje pravdépodobnost, Ze student opusti dany
stav. Tedy napfiklad ve stavu bdit je od 10:00 do 1:00 je 90% Sance pfechodu do druhého
stavu, v jiné hodiny je tato Sance 15%. Obdobné mtizeme funkci definovat pro stav snit.

V ptikladu se spicim studentem byla jedind ¢asovd mira denni doba, a proto jsme na-
hliZeli na ¢as jako na jedinou proménnou. Pravdépodobnost pfechodu pak byla specifiko-
vana po intervalech. Co ale kdyZ na scénu vstoupi dalsi faktor ovliviiujici pravdépodobnost
zmény stavu studenta s ohledem na ¢as? Pfidejme ke staviim jesté stav jidlo, k hodindm sys-
tému piidejme hodiny y, které se vynuluji vzdy, kdyZ student navstivi stav jidlo. Cim déle
nenavstivi student stav jidlo, tim vys$si je Sance odchodu ze stavu snéni. Nyni jiz pravdépo-
dobnost opusténi stavu zavisi na dvou proménnych z a y. Obecné pak miizeme mit hodin
v systému az n.

Pravdépodobnost piechodu systému v zédvislosti na ¢ase budeme obecné uvazovat pro
jisté konvexni podmnoziny n-rozmérného ¢asového prostoru (narozdil od pfedchoziho pii-
kladu, kde jsme pravdépodobnost specifikovali pro jednorozmérné intervaly). Jako vhodna
skupina podmnozin se nabizi zény.
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Rozklad ¢asového prostoru. Pro kone¢nou mnozinu hodin X' nad ¢asovou doménou R
o . P X
je casovy prostor T definovan jako 7 C R{ ™.

Definice 36. Necht' T je Casovy prostor, pak rozkladem 7 rozumime systém (7) kone¢né

mnoha neprazdnych, disjunktnich mnoZin valuaci a1, o, . . ., o, tak, Ze plati
T = U Q,
ozE['T]

a kazda mnozina a € (T) je zonou (definice 27). MnoZiny o budeme oznacovat jako t¥idy.

Pfi rozkladu (7)) ozna¢ime [v] pro libovolnou valuaci v € T jako t¥tidu z (7), kterd obsa-
huje valuaci v.

Pozndmka 37. Poznamenejme, Ze ne zdaleka pro kazdy ¢asovy prostor musi takovy roz-
klad existovat. Pokud ale budeme uvazovat pouze ¢asové prostory nad hodinami X,
které jsou popsatelné omezenimi z B(X) (tedy prostory, pro které existuje ¢ takové,
ZeT={veR] v | v F &}), pak takovy rozklad vzdy existuje — jako rozklad mtizeme uva-
zit tfidy tvorené regiony.

T¥ida ndslednika. T¥ida néslednika pro valuaci v je intuitivné feceno prvni tfida liSici se
od [v], do které se mtizeme dostat, pficteme-li k valuaci v jisty ¢asovy p¥iriistek.

Definice 38. Necht' X je mnozina hodin, 7 C R & je Casovy prostor nad X a (7) jeho rozklad.
Relace ~~ mezi mnozinou 7 a (7)) je relaci néslednika, jestlize Vv € T,a € (T) takové, ze
[v] # a plati:

vwaeRHER v HtEAAVY <t:v +t €aUu].

Je-liv ~» a, pak piSeme a = succ(v) a fikdme, Ze « je tfida ndslednika pro v.

Povsimnéme si, Ze pro nékteré valuace neexistuje tfida naslednika (succ(v) = L).
Nyni rozsifime relaci ndslednika na relaci mezi tfidou a mnozinou tfid. Pak succ(a) de-
finujeme jako
succ(a) ={f | v € a: B = succ(v)}.

Jako (T)* budeme znatit rozklad na ¢asovém prostoru 7, kde pro vsecha a € (T)* plati
jedna z nasledujicich podminek:

e |succ(a)| =1 a zdroven pro vSechny valuace v € « je succ(v) definovano,
o |succ(a)| = 0.

Jestlize a € (T)* a succ(a) = {B}, pak nutné 3 je naslednik vSech valuaci z « (zfejmé).
Pokud déle v textu budeme mluvit o rozkladu na ¢asovém prostoru 7, budeme mit au-
tomaticky na mysli rozklad (7)* s vySe uvedenymi vlastnostmi.

Pravdépodobnostni funkce diskrétniho ptechodu. Na rozkladu ¢asového prostoru defi-
nujeme pravdépodobnostni funkci diskrétniho prechodu, kterd bude urcovat pravdépodobnost
setrvani v jednotlivych lokacich. Pro kazdou tfidu z rozkladu vymezuje pravdépodobnostni
funkce diskrétniho pfechodu pravdépodobnost, Ze automat uéini diskrétni pfechod uvnitt
stdvajici ¢asové tfidy. Aby byla funkce smysluplné definovand, poZadujeme, aby pfi kladné

28



5. ROZSIRENT PRAVDEPODOBNOSTNICH CASOVYCH AUTOMATU

pravdépodobnosti u¢inéni pfechodu bylo opravdu moZné pfechod ucinit, a naopak, pfi
kladné pravdépodobnosti ¢asového prechodu bylo mozZzné ucinit ¢asovy prechod. V nésle-
dujici definici mtiZzeme chdpat mnoZinu X pravé jako mnozinu valuaci, ve kterych je mozny
diskrétni pfechod.

Definice 39. Necht' X je mnozina hodin, X je podmnozZina valuaci hodin R T ¢asovy pro-
stor a (T) jeho rozklad. Funkce f5¥ : (T) — [0,1] je pravdépodobnostni funkce diskrétniho
prechodu, jestlize plati:

e Pokud trans(l)(a) > 0, pak véechny hodnoty z « lezi v X.

e Je-li trans(l)(a) # 1, pak pro kazdou valuaci v zéné « existuje ¢asovy naslednik.

s

Syntaxe DPTA. Nyni rozsifime klasicky pravdépodobnostni ¢asovy automat o moznost
udinit pravdépodobnostni volbu mezi diskrétnim a ¢asovym piechodem.

Definice 40. Diskrétni pravdépodobnostni ¢asovy automat A je
A= (L,ly, X, Act,inv, enab, prob, part, trans, L),
kde pro jednotlivé slozky plati:
e L je konetnd mnoZzina lokaci,

e [y € L je pocatecni lokace,

X je konetnd mnozina hodin s doménou R,

Act je kone¢na mnoZina akci,

inv : L — B(X) je funkce, kterd kazdé lokaci p¥ifazuje hodinové omezeni,

enab : L x Act — B(X) je umoznujici podminka pfechodu zvana strdz lokace,
e prob: L x Act — (D(2¥ x L)) je parcidlni pfechodova funkce,

e part je funkce pfifazujici kazdé lokaci ! rozklad (7)* na Casovém prostoru 7,
kde T = inv(l),

e trans je funkce vracejici pro kazdou lokaci ! pravdépodobnostni funkci diskrétniho
pfechodu

trans(l) = flﬁl&) : part(l) — [0, 1]
kde .7 (1) ={v € RHX | Ja € Act: prob(l,a) je definovano a v F enab(l,a)},

o L: L — 247 je funkce piirazujici kazdé lokaci mnoZinu atomickych propozic.

Pro kazdou lokaci | € L a valuaci hodin v zna¢ime [v]; jako t¥idu z part(l) obsahujici
valuaci v.
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Sémantika DPTA. Sémantika DPTA bude definovdna pomoci Markovského procesu,
ktery bude mit tfi druhy stavti. Prvni skupina stavi bude realizovat pravdépodobnostni
volbu mezi ¢asovym a diskrétnim pfechodem s ohledem na pravdépodobnostni funkci da-
nou funkci trans. Druhé skupiné bude umoznéno ucinit ¢asovy piechod tak, aby vyslednd
valuace neopustila ¢asovou tfidu, a v pfipadé, Ze ¢asovy prechod jiz nelze ucinit, bude vy-
nucen diskrétni pfechod. Tteti skupina stavli budou stavy zajist'ujici ¢asovy pfechod mezi
tfidami valuaci.

Definice 41. Necht A = (L,ly, X, Act, inv, enab, prob, part,trans, L) je DPTA. Pak sémanti-
kou A je Markovtiv rozhodovaci proces M = (S, sg, Act URS U {e}, Steps, L), kde

e SCLx R(J{X X {0,1,20nes(x) } }, kde
(l,v,9) € S < v Einv(l)
a pokud i = 2,, pak a € part(l) a plati a = succ(v) V o = [v];,
e s0 = (lp, v0,0).
e Piechodova funkce Steps je definovana podle druhu jednotlivych stavti:

-  pfechody stava typu 0:
Steps((l,v,0),a) = p praveé tehdy, kdyZz nastdva jeden z nasledujicich p¥ipada
% casovy prechod:
a=teRl,u= Bott0) AVE <tiv +t' € [v]lﬂ
x  pravdépodobnostni volba mezi casovym a diskrétnim prechodem:

_ ~ | trans()([v];), jestlize i =1,
a =& pull,v,i) = { 1 — trans()([o])), jestlize i = 2,uu0()-

-  pfechody stava typu 1:
Steps((l,v,1),a) = p praveé tehdy, kdyZ jeden z nasledujicich pfipadia:
% Casovy prechod:
a=teRy,u= L) AVE <t:v +t' € [u];
*  diskrétni prechod:
a € Act,prob(l,a) = p apro kazdé (I',0',0) € S plati

v Einv(l'),v E enab(l,a) = pu(l’,0v',0) = Z p(X, 1)
XCX AV =v[X:=0]

1. Diky kovexnosti [v] by postatovala podminka v + ¢ € [v];.
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-  pfechody stava typu 2:
Steps((l,v,24),a) = p prave tehdy, kdyz jeden z nasledujicich pfipadu:
% Casovy prechod:
a=1t€RY, b= fptt2.)v +1€(WUa),

*  diskrétni prechod:
a =& [l = [u0),V €.

e Znackovaci funkce £ je definovéna jako

L((L,v,1)) = L(1).
Dale v textu budeme pouZzivat znaceni s;'», kde i € Ny, j € {0,1,2,}, které zna&i stav
sl = (I, v3, ).

Béhy a strategie DPTA. Béhy DPTA jsou definovény stejné jako v pfipadé skrze Markov-
ské procesy. Podobné pak strategie.

PTCTL a DPTA. Splnitelnost PTCTL formuli pro DPTA se nelisi od té definované pro PTA
(modely PTCTL formule jsou stavy odpovidajictho MDP). Typ stavu (zda se jednd o stav ze
skupiny 0, 1 nebo 2) nemd vliv na splnitelnost PTCTL formule.

Definice 42. Necht' M je DPTA, s jeho pocatecni stav, ¢ je PTCTL formule. Pak fekneme, Ze
M splituje specifikaci ¢ (M F ¢) praveé tehdy, kdyz (s, &) F ¢H

5.1 Porovnani DPTA a PTA vhledem k PTCTL ovéfovani modelu

UkéaZeme, Ze problém PTCTL verifikace DPTA se d4 pfevést na PTCTL verifikaci PTA a ob-
récené. Slozitost pfevodu a pfipadné zvétSeni modelu po pfevodu bude diskutovano v dalsi
kapitole spolu s ndvrhem feSeni problému.

Definice 43. Necht M = (S, so, Act, Steps, L) a M’ = (5, s, Act’, Steps’, L") jsou Casové
Markovské procesy. Pak MDP jsou ekvivalentni vzhledem k PTCTL (M =prorp, M) jestlize
existuje aplnd relace R : S — S’ takovd, Ze so R s;, a pro libovolnou PTCTL formuli ¢,
valuaci hodin formule £ a libovolné s € S, s' € S" t.z. s R ¢ plati

(s,E)Fp = (§,E)F ¢.

Pokud M =pror, M/, pak k ovéfeni stavu s € S oproti PTCTL formuli ¢ sta¢i nalézt s/
takové, Ze s R s’ a ovéfit s’ oproti ¢ v M'. Podobné v obraceném sméru.

Definice 44. Bud'te A PTA, A’ DPTA. Pak automaty jsou ekvivalentni vzhledem k PTCTL
(./4 gPTCTL ./4,), jestliie plati
A ¢ = A E ¢.

2. Pfipomenme, Ze & znati valuaci hodin fomule, kde jsou v8echny hodiny nastaveny na 0.
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5.1.1 Pfevod PTA na ekvivalentni DPTA

Pro ovéfeni splnitelnosti PTCTL formule pro PTA staéi nalézt DPTA, jehoZ sémantika je
se sémantikou daného PTA v relaci =prcr. Pokud v8echny stavy v jisté relaci budou za-
chovavat splnitelnost PTCTL formule, pak jisté i pocatecni stavy, a tedy automaty budou
ekvivalentni podle definice

Prevod libovolného PTA na ekvivalentni DPTA je ziejmy. Pro kaZzdou lokaci ! zadefinu-
jeme funkci part(l) jako funkci, kterd rozdéli invariant lokace na jedinou zénu, a to invariant
lokace samotny. Funkce trans(l) bude mit pak defini¢ni obor tvofeny jedinym prvkem inwv(l)
a plati trans(l)(inv(l)) = 1.

Lemma 45. Méjme libovolnyj PTA A = (L, ly, X, Act,inv, enab, prob, L) a DPTA A’ definovany
jako A" = (L, 1y, X, Act, inv, enab, prob, part, trans, L), kde

VI € L: part(l) = {inv(l)},
trans(l)(inv(l)) = 1.
Pak plati [A] Zprors [A'].

Diikaz. UkdzZeme, Ze existuje R takovd, Ze plati [A] =pror, [A']. Dikaz povedeme indukci
vzhledem k hloubce zanofeni formule ¢. Hloubku zanofeni formule chdpeme jako hloubku
deriva¢niho stromu odpovidajicimu jejimu odvozeni. Dokazeme, ze [A] Zprors [A']
uvazujeme-li pouze atomické PTCTL formule (tedy formule, které jsou atomickou propo-
zici nebo hodinovym omezenim). To bude tvofit bazi naseho dtikazu. Induktivné pak bude
dokdazana platnost celého lemmatu.

Definice 46. Bud'te A PTA a A" DPTA se shodnou mnozinou lokaci a hodin. Ozna¢me
[A] = (S, so, Act, Steps, L) a [A'] = (9, s, Act’, Steps’, L'). Pak relace R : S — S’ splituje
pro viechna (I,v) € S, (I',v',i) € S":

(Lv)R(U, ', 4) £l = ' v =4
Snadno se nahlédne, Ze timto zptisobem definovand relace spliiuje sy R s{, a Ze je tplna.

At je £ valuace hodin formule, ¢ libovolnd PTCTL formule, [A] = (S, so, Act, Steps, L),
s = (I,v) € Slibovolng, [A'] = (', s, Act’, Steps’, L) a s’ € S’ stav takovy, Ze sR ¢ (tedy
s = (l,v,1)). Nejprve dokdzeme bazi lemmatu (tj. dokdZeme jeho platnost pro atomické
formule).

e Formule ¢ = p, kdep € AP,
(s,€) E ¢ < p e L(s), z definice relace R plyne, Ze p € L'(s') < p € L(s) (nebot’ stavy
maji shodné lokace a znackovaci funkce je zdvisld pouze na lokaci), a tedy

() Epepe L(s) < (s,E) Fp.

e Formule ¢ = (, ¢ € B(X),
pak tvrzeni zfejmé plati, nebot’ podle definice relace R jsou valuace ve stavech s a s’
stejné, a tedy
(Lv),E)FECev UEEIS ((I,v,0),E) EC.
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Dokaézali platnost tvrzeni lemmatu 45| pro atomické formule, které tvofi zaklad kazdé
PTCTL formule — tedy pro formule s hloubkou zanofeni 1. Pfedpoklddejme nyni, Ze lemma
plati pro vsechny formule ¢ s hloubkou zanofeni nejvyse k a dokdZeme, Ze pak plati i pro
hloubku zanofeni k£ + 1.

e Dtikaz platnosti pro formule tvaru —¢, ¢ VV ¢ je zfejmy, nebot’ mtiZeme vyuZzit induke-
niho pfedpokladu pro formule ¢, 1.

e Formule ¢ = 2.1, kde ¢ je PTCTL formule s hloubkou zanofeni o jedna mensi nez ¢,
plati ((I,v),€) E z.¢ < (([,v),€]z :=0]) E ¢ < ((I,v,1),E[z := 0]) F 9. VyuZijeme
indukéniho pfedpokladu a dostdvame (s,&) F ¢ < (5, €) E ¢.

e Dikaz tvrzeni pro formuli ¢ tvaru ¢ = Pui[p1 U¢pa| provedeme tak, Ze uka-
Zeme, Ze pro libovolnou cestu w € Path, miZeme sestrojit cestu w € Pathy,
aby platilo w F ¢1U¢2 & @ FE ¢1Ugpo. TotéZ ucinime v opaéném sméru, pro
kazdou cestu w’' € Path) sestrojime cestu @’ € Paths. Navic se ukdZe, Ze od-
povidajici cesty nejsme schopni z hlediska pravdépodobnosti rozlisit zZadnym
koneinym prefixem. Pak tedy nutné bude pro vSechny mozné strategie o, o’ platit
Pr({w € Path] | w E ¢Uy}) < Pr({w' | ' € Path?,w’ E ¢U}) a zaroven
Pr({w € Path? | w F ¢U%}) > Pr({w' | ' € Pathy,w' E $Uy}), tedy nutné
Pr({w € Path? |wk ¢ U}) = Pr({w' | o' € Pathy o' F ¢ Up}).

Proto platil (S,g) E quk[qsl Ugf)g] = (8/,5) E P[><k:[¢1 U¢2]

Necht w = sg(a1,p1)s1(azp2) - -+ € Paths. Index m; bude znatit index stavu, do kte-
rého byl ucinén i-ty diskrétni pfechod (tj. je-li prvni diskrétni pfechod uc¢inén ze stavu
so do stavu sq, pak m; = 1). Odpovidajici cestu w sestavime z tisekti

[O._JL - (lmiil,vmi7170)(ami71+1 + 1apmi71+1) cee (lmifla Um;—1, 0)

(e, trans(lm;—1) ([Vmi—1,1])) (lmy—15 Vm;—1, 1) (@m; , Pm,)-

Snadno se nahlédne, Ze l,,, , = -+ = ly,—1 = lia [y, || = -+ = [Um;—1] = inv(l;), a
tedy konstrukce [@]; je korektni vzhledem k sémantice [A'].

Am; Pm; Am;Pm;

Jestlize (I, —1,vm;—1) (s Vm,), Pak i (lm;—1,Vm;—1,1) (I;mys Vm,;,0)
(viz konstrukce A’ a definice sémantiky DPTA), a tedy spojeni tisek je rovnéz korektni
vzhledem k sémantice [A'].

Ukazeme, Ze pro libovolné w € Paths plati w F ¢1 Ugy & @ F ¢1 U¢pe a zdroven
nejsme cesty schopni rozlisit z hlediska pravdépodobnosti Zddnym kone¢nym prefi-
xem. Lépe feceno, ke kazdé cylindrické mnoZiné obsahujici w, 1ze nalézt cylindrickou
mnoZinu obsahujici @ spjatou se stejnou pravdépodobnosti.

Pak nutné plati Pr({w € Path? |wE ¢ Uy}) < Pr({w’ |w' € Pathy,w' E ¢ Up}).

Vezméme libovolnou cestu w € Pathg a valuaci hodin formule £, pak
(W, ) Fyp oUy < Ik e Nt € [0, Zu(k+1) — Zu(k)]

() (w(k) +t,E+ Du(k) +t) E b,
(i) V' < t.(wk) +t,E+ Du(k) + ') E Vb,
(iii) Vi < kYt € [0, Z.(j + 1) — Zu()]- (W) + ', € + Zu(G) +) F ¢V Y.

33



5. ROZSIRENT PRAVDEPODOBNOSTNICH CASOVYCH AUTOMATU

vyuzijeme indukéniho predpokladu a dostdvame
(W, ) Fy oUY & Ik e Nt € [0,Z,(k+1) — Du(k)] :

(i) (st +tE+ Du(k)+t)E,
(i) V¢ <t.(st +t,E+ Du(k) +t)E PV,
(iti) Vi < k9t € (0,200 +1) = Zu()].(ss + 1, €+ Do) +1) E OV Y,

kde s, zna¢i w(n). Diky konstrukci @ dostavame

(w,€) FpoUy < (@,€) Fp o U,

Uvazme libovolny prefix 7, € Pathl™ = so(a1,p1)s1 ... (an, Pn)sn cesty w. Oznatme

2

Mmax jako nejvyssi index stavu, do kterého byl u¢inén diskrétni pfechod (tj. v cesté
bylo u¢inéno max diskrétnich pfechodt). Pak cesta

T = [w]l[w}z """ [w]maw(sgnax)(amaw—l-hpma:p-l-l) s (aTwpn)(S?z)

je prefixem cesty w € Pathy.

Nyni ur¢ime pravdépodobnost obou cest. V cesté 7, sta¢i uvazovat pouze pravdépo-
dobnost diskrétnich pfechodt, ¢asové pirechody maji pravdépodobnost 1, tedy

P(ry) = H Pm; (Im;)-

i<mazx

Pfi vypoctu pravdépodobnosti cesty 7 staci uvazovat pouze diskrétni pfechody,
které spojuji jednotlivé tseky [w];, nebot’ ostatni casové a diskrétni pfechody maji prav-
dépodobnost 1. Tedy

P(ra) = H P, (lm;) = P ()

1<mazx

a dostdvdme poZadované.

Plati tedy Pr({w € Path? | w(1) E ¢ Uy}) < Pr({w' | w’' € Path?,u' (1) E ¢ U}).
Totéz nyni provedeme v opainém sméru. Necht' w’ = sf)o (a1, p1)3{1 (ag,p2) -+ € Pathg.
Obsahuje-li cesta stav typu 2, tak je jeji pravdépodobnost nulova (diky definici funkce
trans a part), a je tedy zbytecné takové cesty uvaZovat, nebot’ neovlivni splnitelnost
formule ¢. Pfedpoklddejme tedy déle, Ze cesta w neosahuje stavy typu 2. Intuitivng,
odpovidajici cesta &’ vznikne z w’ tak, Ze , vypustime” informaci o typu stavu a kazdy

diskrétni pfechod do stavu typu 1 ze stavu typu 0 bude nahrazen ¢asovym pfechodem
o nulové délce trvani.

W' = so(ay,py)s1(as, ps) . ..

kde Vi > 1 plati jedno z nasledujicich
Jic1=0Aji=1=a;=0€eR§,p; = s
Jic1 = ji = a = a;, p} = pl
Snadno nahlédne, Ze konstrukce cesty je korektni vzhledem k sémantice.
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Ke kazdému kone¢nému prefixu m,, = so(ai,p1)si--- € Pathf:,m existuje kone¢ny
prefix 75, € Pathi™ se stejnou pravdépodobnosti. Diikaz je ziejmy.

Dtikaz tvrzeni (w,€) Fy ¢ Uy & (@,€) Fy ¢ Ut by se provedl obdobné jako v pfed-
chozim pfipadé.

Plati tedy Pr({w € Path] | w(1) E ¢ Ue}) > Pr({w' | W' € Path?,w'(1) E ¢ U},
coz spolu s predchozimi vysledky dava

(5,€) E Bui[¢1 U ¢o] & (5',€) E Buai[1 U ). [

Véta 46.1. Necht' A je libovolniyj PTA. Pak existuje DPTA A’ takovy, Ze A = pror, A'.

Diikaz. Platnost tvrzeni vyplyva z lemmatu 45| Dokazali jsme, Ze pro kazdy PTA A existuje
DPTA A’ takovy, Ze jejich sémantiky jsou v relaci =07, tedy nejsme schopni rozlisit jejich
stavy, které jsou v jisté relaci, Zddnou PTCTL formuli. Z definice 43|rovnéZ vyplyva, Ze po-
¢atecni stavy automatti jsou spolu také v oné relaci, tedy nerozlis$ime ani ty a bude platit, Ze
A a A’ jsou ekvivalentni vzhledem k PTCTL. O

5.1.2 Pfevod DPTA na ekvivalentni PTA

Podobné jako v predchozi sekci zaddme prevod libovolného DPTA na PTA. DokédZeme,
Ze sémantiky jsou v relaci =prcr;, tak, Ze nalezneme totalni bijekci R, kterd pouze prejme-
novava stavy, ale zachovéava pfechody a jiné dulezité vlastnosti sytému.

Lemma 47. Bud A = (L,lyp, X, Act,inv, enab, prob, part,trans, L) DPTA. Definujeme
PTA A = (L1}, X, Act U {e},inv’, enal/, prob’, L), kde

o I/ CLx{0,1,250x)} x B(X) tak, Ze plati

(l,i,a) € L' & «a € part(l)

a v pripadé, Ze i = 2, pak B € succ(w) (tedy succ(a) = {5})

[ ] 16 = (ZQ,O, [vo})

Q, jestlize i € {0, 1},

e inv(l,i,a) = { aU((Sa)np), jestlizei = 2g.

e Funkci prob a strdz lokaci enab definujeme podle druhu jednotlivych stavii.

- i=0, probt/'((1,0,a),a) = p,enab(l,a) = True <
a=¢, [ € succ(w) aplati:

trans(l)(a), jestlize i =1

4/ .
p(0, (.7, @) = { 1 —trans(l)(«), jestliZei' = 23

- i=1,prob/((l,1,0),a) =p &
prob(l,a) = p/, kde p(X,(I',0,5)) = p/(X,l') pro libovolné § z mnoZiny part(l’),
enab((l,1,a),a) = enab(l, a)
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- i=2g,pakprobt'((1,2,),€) =p,
kde p(0, (1,0,0)) = 14(0,(1,0,8)) enab((1,2p, a),€) = True

Jinak je funkce prob’ nedefinovina a strdz enab neumoZiiuje prechod.
o L(l,i,a) = L(1).
Pak plati A =pror, A

Na obrazku 5.1 je zndzornéna intuice pfevodu. Pro jednoduchost pfedpokldddme, Ze
automat ma jediné hodiny x. Pro lokaci [ je mnozina part(l;) = {x < 1,z > 1Az < 2,2 > 2A
x < 3}, pro lokace ls, I3 jsou part(l2) = part(l3) = ]R(J{X. Pro zénu x < 1 je pravdépodobnost
prechodu nutné 0%, pro zénu z > 1Az < 2je pravdépodobnost diskrétniho prechodu rovna
20%, pro zénu z > 2 A x < 3 je pravdépodobnost 100%.

Diikaz. Pro dtikaz nalezneme relaci R a ukdZeme, Ze tato relace je ve skute¢nosti piejme-
novani stavi, a tedy plati A =pper, A’, protoZe splnitelnost PTCTL formule nezdvisi na
pojmenovani stavi.

Lemma 48. Duvojice (1,1, cv), v) je stavem [ A’] pravé tehdy, kdyz plati jedna z ndsledujicich podminek
e ic{0,1}aa=v);
o i =2gabud jea = [v|af = succ(v), nebo o # [v];a B = [v];.

Diikaz. Jestlize ((1,i,a),v) € S’, kde i € {0,1}, pak v F inv((l,i,0)) = v Fa= [v); = .

Je-llii = 2ga ((1,7,a),v) € 8 stav, pak v € (« U (L N B)). Bud tedy plati v € a, a tedy
[v]; = a a zdroven succ(v) = ﬁﬂ nebo plati v € §3, tedy [v]; = 5. Podobné by se ukazal druhy
smer. O

Definice 49. Bud’ A DPTA a A’ PTA s vlastnostmi definovanymi vyse,

[A] = (S, s0, Act URS U {e}, Steps, L) a [A'] = (S, s}, Act URS U {e}, Steps’, L).
Pak mezi mnozinou stavta S a S’ zavedeme relaci R : S — S’ takovou,
zeV(U', v i) e [A], (1", a),0") € [A']:

(U YR, ), 0" Ly = Lo =0"=v,i =i" =i.
Lemma 50. Relace R je totdlni zobrazent.

Diikaz. Ukédzeme, Ze ke kazdému s = (I,v,i) € S existuje pravé jedno s’ € S’ takové, ze
sR s'. Stati ukazat, ze s’ = ((1,4,a),v) € 5" a a je pravé jedno.

e Jestlize i € {0, 1}, pak z konstrukce PTA A’ plyne, Ze V3 € part(l): (I,i,3) € L. Podle
lemmatu 5.1.2 pro kazdy stav ((l,i,a),v) € S plati &« = [v]; € part(l). Tedy existuje
pravé jedno takové o, a tedy i pravé jeden stav s’ € S, ktery je v relaci R se stavem
ses.

e Pro i = 23 mliZze zdanlivé nastat vice pfipadi. UkdZeme sporem, Ze je pro kazdé
s pravé jedno s'. Pfedpoklddejme tedy, Ze existuje s = ((1,4, ), v),s" = ((1,4,7),v) €
S’, kde o # v, a plati s R s’ a zdroveni s R s”. Podle lemmatu plati bud’

4. Nebot' z konstrukce A’ musi 8 € succ(a), tedy |succ(a)| = 1, a proto kazda valuace z o mus{ mit definova-
ného naslednika. Onim naslednik miiZe byt jediné g3
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Obrazek 5.1: Ukazka pfevodu DPTA na PTA

(a) Cast DPTA
a
z>1
(b) Cast odpovidaji-
ciho PTA

E
80% 20%

(1,0, > 22 <3)

&
w>1
Y

(i, 1,z >2AN2 <3)
r>2ANx <3 r>1

-  «a = [v]; = v, pak se ale stavy nelisi,

- nebo B = [v]; # a # 7. Oba stavy musi spltiovat invariant lokace, tedy plati
veaU (ST anp) /\ veyu( S yNp) =

ve(Sfanp) Nve(ynpg) =

' eRE: (v—t) €a)A((v—1t) ).
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BUNO piedpokladejme, ze ¢’ > t. Pak diky tomu, Ze a # 7 existuje t” takové,
zet' >t > t a pro véechny hodnoty d € [0,¢ — ¢"] plati (v — ') +d € v U § pro
néjaké 6 # v € part(l). Tedy ¢ € succ(). Jisté je diky konvexnosti 5 # 4. To je ale
spor s jedinym naslednikem tfidy ~, nebot’ z konstrukce A’ plati 3 € succ(y). Do-
stdvdme tedy spor s pfedpoklady a a = v, relace R je totdlni zobrazeni (totalnost
vyplyva z lemmatu[5.1.2).

O
Lemma 51. Relace R je injektioni.
Diikaz. Dukaz pfimo plyne z definice R. O
Lemma 52. Relace R je totdlni bijekci.

Diikaz. Staci ukézat, Ze relace R je surjektivni. Ve ostatni jiZ bylo dokdzéno. Vzor k libovol-
nému stavu ((1,4,«),v) € S’ je stav (I,v,i) € S. Pokud ((I,i,a),v) € S, pak jisté v splituje
omezeni dané invariantem inv((l,, «)) C inv(l) (viz definice A’), a tim spi$ plati v € inwv(l),
atedy (I,v,i) € S. O

Déle v textu budeme obcas na R nahliZet jako na funkci a pouZzivat znaceni
R(s) =55 RS.

Nyni ukdZeme, Ze relace R pouze ,piejmenovava” stavy — nahradime kazdy vyskyt
stavu s v popisu [A] za stav ¢, ktery je s nim v relaci R, a ukdzeme, Ze vysledek je shodny
s [A']. Diky tomu, Ze R je bijekce, sta&i, Ze tak u¢inime pouze v tomto jednom sméru.

Necht' s € S je libovolné, s’ = R(s).

e Protoze R je totalni bijekce, pak nahrazenim kazdého stavu s € S za stav s’ € 5
dostdvame pravé mnozinu S'.

e Inicidlni stav MDP [A] je stav so = (lo,v0,0), z konstrukce A" a definice sémantiky
PTA dostavame, ze inicidlni stav [A'] je s; = ((lo, 0, [vo]), vo). Tedy plati so R sq,.

e Pro kazdé dva stavy si,s0 € S a kazdé a € Act ukdZeme, Ze Steps(si,a)(s2) =
Steps' (R(s1), a)(R(s2) |

-  Stavs; je typu 0.
Pak iR (s1) je typu 0 a dle konstrukce [A’] a definice sémantiky PTA a DPTA jsou
z obou stavii moZzné odchozi akce pouze ¢asové a ¢ akce.
Je-li s1 = (I,v,0), pak R(s1) = ((1,0, [v];), v) (dle definice R a lemmatu5.1.2).

1. casovy prechod:
Steps(si,t) je definovano pouze pro ¢t € R{, pro které V¢’ < t: v+t € [v],
a Steps(s1,t) = ps, +¢. Jinak je nedefinovano.
UkdaZzeme, Ze praveé pro tato ¢ je definovédno i Steps’'(R(s1),t).
Steps'(R(s1),t) je definovéno pouze pro t € Ry, pro které

V' <t:o+tEinv((l,0,[v);))

5. Uvédomme si, Ze neni tfeba ukazovat opaény smér diky tomu, Ze R je bijekce.
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a Steps(R(s1),t) = UR(s;)+¢-
Z definice invariantu (viz konstrukce A’) je to praveé pro ta t, pro ktera plati

Vi <t:v+te ).

Zaroven plati R(s; +t) = R(s1) + t. Dostavame tedy pozadované.
2. diskrétni prechod:
Steps(s1, €) je definovano V(1,v,4) € S jako

trans(l)([v];) jestlize i =1,

Steps(si,€)(lv,1) = { 1~ trans()([o)), jestliZe i = 2,0u(v).

Pravdépodobnostni funkce prob’ je z konstrukce A’ definovéna jako

prob (0.l )0, i) = { 70y

jestlize ¢ =1,
jestlize i = 2,

kde 8 € succ([v];)), z toho nutné vyplyva S = succ(v). Strdz
enab((1,0,[v];),e) = True, pak z definice sémantiky PTA dostidvdame, Ze
V((Z,Z, [’U]Z)vv) S je

trans(l)([v];)

Steps(R(s1),)((L, 4, [v]1), v) = { e, jestlize i = 1,

jestlize i = 24yc0(p)-

Nebot' ztejmé plati ((I, 1, [v];),v) = R((l,v,7)), dostdvame pozadované.

Stav s; je typu 1.
Paki7R(s1)je typu 1 a dle konstrukce A’ a definice sémantiky PTA a DPTA jsou z
obou stavii mozné odchozi akce bud’ ¢asové anebo diskrétni.
Je-li sy = (I,v,1), pak R(s1) = ((1, 1, [v];), v) (dle definice R a lemmatu[5.1.2).
1. casovy prechod:
Ukézalo by se stejné jako pro stav typu 0.
2. diskrétni prechod:
Steps(s1,a) je definovano < prob(l,a) = p je definovano a V(I',v',0) € S
takové, ze v' E enab(l, a), plati

Steps(sy,a)(l’,v',0) = Z p(X, 1),
X CXAv'=v[X:=0]

jestlize v’ E enab(l', a).

Z konstrukce A’ plyne, ze prob’((1,1, [v];),a) = p je definovéno pravé tehdy,
kdyz je definovano prob(l,a) = p, kde p'(X, (I,0,8)) = p(X,!') pro libovolné
B € part(l'). Navic plati enab((!’, 0, 5),a) = enab(l’,a). Z toho diky sémantice
PTA dostavame, ze V((I',0, 3),v") € S’ je

Steps(R(s1), ((I',0,8),v')) = > P'(X,(I',0,8)) = p(X, 1),

XCXAv'=v[X:=0]

< prob(l,a) je definovéno a v' E enab(l’,a). Takové 3 je praveé jedno dle lem-
matu aplati ((I,0,8),v") = R((I',v',0)). Ukédzali jsme pozadované.
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- Stavs; je typu 2. PakiR(s1) je typu 2 a dle konstrukce [A'] a definice sémantiky
PTA a DPTA jsou z obou stavi moZné odchozi akce pouze casové a ¢ akce.

Je-li sy = (I,v,2,), pak bud’

R(Sl) = ((l7 2succ(v)7 [U]l)fv) aa# [U]la
nebo R(s1) = ((1,2p),,8 # [v]),v) aa € succ(B),

1. casovy prechod: Steps(s1,t) je definovdno pouze pro t € R{ takov,
zeVt' <t: v+t € ([v;Ua)aSteps(si,t) = ps,+¢ Jinak je nedefinovano.
Ukézeme, Ze pravé pro tato ¢ je definovano i Steps(R(s1),t).

Steps(R(s1),t) je definovdno < Vt' < t: v+t Einv((l,24,)).

Rozebereme ptipady podle toho, jakého tvaru je R(s1).

*  R(s1) = ((I,24,[v]i),v), kde a # [v], pak z definice invariantu dosta-
vame, Ze Steps(R(s1),t) je definovédno < Vt' <t: v+t € [v]; U
Steps(R(s1),t) = fi(R(s1)++) @ Plati R(s1) +t = R(s1 +t) = s1 + ¢, dosté-
vame tedy pozadované.

*  R(s1) = ((1,20=p),» 8 # [v]),v), pak z definice invariantu dostdvame,
ze Steps(R(s1),t) je definovdno < V' < t: v+t € [v];Up, coz z davodu,
ze [v]; € succ(B) je pravé kdyz V' < t: v +t' € [v];. Tedy pravé kdyz
Steps(s1) je definovano (nebot’ [v]; = «). Dostdvdme pozadované.

2. diskrétni prechod: Steps(s1,¢€)(s2) je definovdno pravé tehdy, kdyz so = (I,v,0)

a zaroven v € a.

Steps(R(s1),¢)(s5) je definovano < s = ((1,0,a),v) av F inv((l,0,a)),

tj. & v € a. Opét plati Steps(R(s1),€)(sh) = Steps(R(s1),€)(sh) a sh = R(s2).

e Zbyva ukdzat, ze Vs € S: L(s) = L'(R(s)). Znatkovaci funkce zavisi pouze na lokaci,
ktera je pro oba stavy stejnd, ¢ili tvrzeni plati.

O
Véta 52.1. Necht’ A je libovolny DPTA. Pak existuje PTA A’ takovy, Ze [A] Zprors [A']-
Diikaz. Platnost tvrzeni vyplyvé z lemmatu O

Pozndmka 53. Dokazali jsme sice, Ze automaty jsou ekvivalentni pouze vzhledem k PTCTL,
ale protoZe se béhem dtikazu ukézalo, Ze se jednd pouze o pfejmenovani stavti, pak jisté i pro
dalsi logiky, které jsou interpretovdny nad stavy sémantik, budou automaty ekvivalentni.

Ukdzali jsme tedy, Ze sémantiky jsou stejné aZ na pojmenovani stavi, a tedy algoritmy
vyuZzivané pro PTA ovéfovani modelu se daji pouzit i pro DPTA. Nartst systému po pfte-
vodu je diskutovan v dalsi kapitole.

5.2 Ovéfovani modelu pro DPTA

Ukdzalo se, Ze libovolny DPTA lze pfevést na ekvivalentni PTA vzhledem k PTCTL formu-
lim. Pfi pfevodu sice nedochdzi k nértstu stavti (kterych je v obou p¥ipadech nespocetné
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mnoho), nicméné sloZitost verifikace PTA vychdzi mimo jiné z po¢tu lokaci a poctu pravdé-
podobnostnich pfechodti. Analyzujeme tedy néartst, ktery pii tomto pfevodu vznikd. Pfiro-
zené se pak zvysuje sloZitost algoritm pouzivanych pii ovéfovani modelu PTA, cheme-li je
aplikovat i na DPTA.

Méjme DPTA s mnoZzinou lokaci L. Zkonstruujeme-li odpovidajici PTA, pak kazdé lokaci
l € L odpovida v nejhorsim piipadé 3 - [part(l)| lokaci PTA.

Pozndmka 54. Poznamenejme, Ze Cislo |part(l)| mtiZe byt ve skutecnosti velmi velké, nebot’
v piipadé, Ze invariant lokace neni omezen, jsme schopni délit ¢asovy prostor témér
do nekonec¢na. Ve skutecnosti ma smysl vSak uvaZovat pouze exponencidlni pocet ¢asti
vzhledem k poctu hodin, nebot’ z diikazu regionové abstrakce vyplyva, Ze valuace vyssi,
nez je urcitad hodnota, nejsme jiz schopni rozlisit.

V pripadé lokaci typu 0 a 2 nedochdzi k citelnému nartstu poctu prechodti (z kazdé
takové lokace je mozny pouze konstantni pocet pfechodtt). V pfipadé lokace typu 1 jsme
vSak pfidali pfechod do vsech lokaci typu 0, které se shoduji na lokaci ptivodniho DPTA.
Takovych lokaci je az |part(l)|.

Nartst poctu lokaci i poctu pfechodt ekvivalentniho PTA je linedrni vzhledem k veli-
kosti nejvétsi mnoziné |part(l)|, kde [ je lokace DPTA.
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Kapitola 6
Zavér

V préci byly pfedstaveny formalismy pouZzivané pro modelovani systémt s redlnym ¢asem
a pravdépodobnosti. Byly popsédny logiky, které jsou vhodné ke specifikaci jejich vlastnosti,
a byl nastinén zptisob, jakym probihd ovéfovani modelu. Zptisob modelovéani byl demon-
strovan na jednoduchych piikladech. TaktéZ byly uvedeny problémy, které je tieba vzit pii
verifikaci v ivahu, a zptsob jejich feSeni.

N

Povedlo se rozsifit formalismus PTA tak, Ze je umoznéno zachytit setrvani v urcitém
stavu po dobu ovlivnénou pravdépodobnostni funkci. Rozsifeni bylo porovnano s nerozsi-
fenou verzi a ukdzalo se, Ze v obou pfipadech jsme schopni popsat stejna chovani systému.
Navicje podan ndvod, jak zkonstruovat z rozsifeného PTA nerozsifeny, ktery je ekvivalentni
vzhledem k PTCTL formulim. Diskutovan je rovnéz nartst velikosti systému, ke kterému pfi

pfevodu dochézi.
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